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Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


Über die Kriterien des Grössten und Kleinsten bei den 
Probleinen der Variationsrechnung . 

Von Simon Spitzer, 

Assistenten und Privat-Doeeuten der Mathematik am k. k. polytechnischen Institute 

zu Wien. 

(Vorgelegt in der Sitzung vom C. Mai 1S54.) 

Der bedeutendste Fortschritt, der in der neuern Zeit in der 
Variationsrechnung geschehen ist, rührt von Jacobi her. Dieser 
grosse Analyst ist der erste, welcher allgemeine und sichere Regeln 
angab, mittelst welcher man erkennen kann, oh eine Lösung eines 
Problems des Grössten oder Kleinsten wirklich ein Grösstes oder 
Kleinstes gibt, oder keines von beiden. Seine Arbeiten hierüber sind 
im 17. Bande von Crelle’s Journal in solcher Kürze veröffentlicht, 
dass sie eines Commentars bedürfen, um gehörig verstanden zu 
werden. Einen solchen lieferte nun, vier Jahre nach der Veröffent¬ 
lichung der Ja cobi’schcn genialen Arbeit, Delaunay im G. Bande 
von Li ou vi 11 e 's Journal, und man muss, um gerecht zu sein, 
gestehen, dass Delaunny's ausgezeichnete Arbeit nicht wenig zum 
Verstündniss der Jacob i’schen beiträgt. 

leb habe versucht, auf eine andere Weise die Kriterien abzu¬ 
leiten, zu denen Jacobi gelangt ist, und glaube, dass der von mir 
betretene Weg einige Beachtung verdiene. 

1 . 

Es sei 

u = J'V'l.v, V = /• O. tj,!/, !," . . . ;/">) 

Xi 

es wird für jj eine solche Function von .t* gesucht, welche U zu einem 
Maximum oder Minimum macht. 

Denken wir uns diese Function bereits gefunden, sie sei //=$? (•**). 
Durch eine sehr kleine Veränderung dieser Function nehme die 
sie repräsentirende Curvc eine andere, von der früheren sehr wenig 
verschiedene Gestalt an; geht nämlich \/ über in g -(■- ög , wo dg eine 
sehr kleine von ,v abhängige Grösse vorstellt, so gebt dadurch 
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y 

y" 


■ i • 8 0/4-fy) > in/ 

über in — -j-- ■ = y +'nj 

8~G/ + fy) 


9.v 3 


-= y" W 


!/('•) 



?/ ,0 +% (,,) 


und U in 17,, Fin F r 

Entwickelt man nun F t nach der Taylor’schen Reihe, so hat 

man 


dV 


ZV 


8 V 


r = j-4- '"s v 4- 0 y + ^ 77 oY , + 
~ hj J ‘ hl J ~ 8 u ' J ~ 


0 V 


hj 


hj" 


y(") 


oy^+R 


wo R der Kürze halber statt der Glieder der zweiten und höheren 
Ordnung der Tayl or’schen Reihe gesetzt ist. Es ist daher: 


JJ f* , /( bV N . bv N , . 0F N „ . 

Li - J uu + J \ W° !, + W ri,J + W T ° y +• • • 

X, x t x z 

+ ^r>W‘ ) \ d - v +J n ‘ Lv 


oder 



+ 8 ^'¥"Y+ / n,Lv 


x \ 

Dieser Ausdruck soll nun im Falle des Maximums stets negativ, 
und im Falle des Minimums stets positiv bleiben, wie immer auch 
öy beschaffen ist. — Denkt man sich nun statt oy , (.r) gesetzt, 

unter * eine sehr kleine Zahl verstanden, so lässt sich U x — U folgen- 
dermassen darstellen: 


l\ — U=At + Bi» + Cz>+ ... 


WO 


■'-J'K 


n , 8F % , 

°y+-ty rj u + 


er v , 

w J +■ 


I 8F ' (») l 

+ 0^) s 


f/.t* 




ist, /i* 3 die Glieder der zweiten Ordnung, Ci z die Glieder der dritten 
Ordnung bezeichnet, u. s. f. und man hat bekanntlich für ein Maxi¬ 
mum oder Minimum 


A — o 
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für ein Maximum zu gleicher Zeit nach 


(i) 


U<o 

und für ein Minimum 

B>o 

Wir haben also als Bediugungsgleichung für ein Maximum oder 
Minimum 



8F N , 8 V \ „ 

7 Ü »+ W' J,J 


0'/ 


, SV . 


(”) 



0 


Behandeln wir nun nach einander die einzelnen Glieder dieses 
Ausdruckes nach der Methode des theilweisen Integrirens, so haben 
wir, von der bekannten Formel 


r z 

/ PQ^d.v =!(/"-’> />— ()<"-•■) 7>'-f </••-“) p" _ .. 

ar, jc 2 

+(—1j + (—1)" f QfX">,Lv 


Gebrauch machend : 


3C 2 

rav N r zv , . 

J-W°' J ' V= J'W' nj,lx 

X, x, 

r\v N 8F? /\ | 8FV 

) w 0,J ,Lv = W wj ~J oy 1 VI ^ 

* J Xi 

/§■*"- ivs-MSTj+Aisr 



+ f— I)" - ' O// 
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Werden diese Werthc in (1) suhstituirt, so erhält man : 
r\ jbV 13K . r 8FY' . nil r3riW| . 

J Q,J + M -••• + <--') [ 8 -pw] i + 


+j*> «Hsr+i#r- * •+(-o- r&n n 


| sr 


(2) 


i~ 


+ :<-IvHvI • ••+(-')-[^ni+ 


BF 


+ 


+ °'// 


i< 0‘—0 


BF 

81/OO 


= 0 


für die B ed in gun gsgleichung des Grössten oder Kleinsten. 


Sucht man nun aus der Differentialgleichung 


8F 




8 V iC») 


( 3 ) 


welche im Allgemeinen von der 2 n ie " Ordnung ist, y als Function von 
.v, setzt man daun diesen Werth von y in 





und wählt man die in y auftretenden Constanten so, dass der Aus¬ 
druck (4) verschwindet, so ist der so gefundene Werth von y ein 
solcher, welcher die Gleichung (2) und somit auch die Gleichung (1) 
befriedigt. Ob aber dieses //wirklich das U zu einem Maximum oder Mi¬ 
nimum macht, muss erst weiter untersucht werden, und diese (Unter¬ 
suchung bildet den Haiiptgegenstand des hier vorliegenden Aufsatzes. 
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§•2. 

Betrachten wir nun die Glieder der zweiten Ordnung der T aylor’ 
selten Reihe, sie sind: 

x t 




B 2 V 

w rV ”+ 


+ 2 ~ QUOll’ -f- 2 - OHO tf" + 2 ^ OH ( ” '■ ) 0,f/ ( " ) f (Li' 

~ 8«8 m ' J J ' gygy" ■’ J 1 ^ Sy("-‘)gy(") J J 1 


8 S F 

+ -V- V" )a + 
‘ 8'/(")= •' 1 

,?!L 
' 8 i /(''-08 !/ (» 


Setzt man der Kürze halber oy = /r, oy/' = tv, ty" = ;r, ... 
8 2 ^ 

und fy —= (?• s), wodurch also (?’ 5 ) = (5 r) wird, so kann 
man die Glieder unter dem Integralzeichen so ordnen: 


(0 0) w tr -|- (0 l) ic w-\-(J)2)w 2(?"4-. . . + (0?/) w ?6 ,(w) + 

+ (1 0) 10 ' w + (1 1) w w’ + O 2) k? # «•"+ . . . + (1 #4) k?' w (<1 > + 

+ (2 0) w?" 21 ? + (21) ?r" 20 ' + (2 2) ?i?" ic"4- . .. + (2 n) w" w™ + 

+ . 

+ 0* o) w w w + 0*1) w^w’ -f- (n 2) . .. 4- 0* 22 ) 2 üt ») ?r ( , 0 


oder endlich auch so: 


w [(0 0 ) iv -f- (0 1 ) w' 4 ~ (0 2 ) w” 4 " * 

w [(l 0 ) w 4 - ( 11 ) w 4 - (i 2 ) w" + • 

4 - w" [( 20 ) w 4- (2 1) m? # 4 - ( 22 ) w” + . 

+ • • • 

4 - w^\(n 0 ) 22 ; 4- ( 221 ) \c 4 - (22 2 ) w' 4 - . 
Setzt man nun wieder der Kürze wegen 


4- (O 22 ) m? 00 ] 4" 
4- (1 n ) 2r ( ">] 4- 
+ (2 n) J + 


4“ (22 22) 22? (,,) J 


(?*0) ic 4- (2’ l) w ' 4“ 02) w " 4- • • • 4 " 0 ,; 0 w(n) — 


so hat man für die Glieder der zweiten Ordnung 

x« 

^ f { wM 0 + ic ' M t 4“ 4" * • • + dx 

Xi 

Einen ganz ähnlichen Ausdruck erhielten wir für die Glieder 
der ersten Ordnung, demnach hat man : 

n n fhv . er , . bv „ . .er (M) > . 
l '— ( -J ley + 8 V W + 87' "■ + ••■+ \ ,Ll + 

X t 

x z 

+ 4 /Vo«' + +. . . +J/„«W} ,/.*• + • • • 
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wo in der ersten Zeile die Glieder der ersten, in der zweiten die 
Glieder der zweiten Ordnung stehen. Setzt man : 

8F , 3F , . 8F „ . . 3 V . 

»F “ r + sF "■+••• + §p-> = 11 

so ist. weil w, ic', w" ... als reine Functionen von .r vorausgesetzt 
sind: 

8 IF 


8 _E = M *E-y 8,,/ _ 1/ 

8^ J/ °’ lg' ~ J7,j 8*"' “ Ui 


8 


.1/,, 


und folglich 


/r r r iv/ . l Aö ir N . 8 IF N , . 8 IF N „ . 

=y 11 «to+ T J \-oy +w oy + W> oy" + . 


oder 


+ k »»«} * +.. 


r> - r -/fiSr* + S?V <•••• + ä -"‘ 1 ''■*'+ 

1 /.81K N 8IF N ( . 8 IF N , ,1 

+ v/ |-87°y +17 °n + • • • + ä^öö r 4,, + • • • 

So wie wir nun die Glieder der ersten Ordnung mittelst des theil- 
weiseu Integrirens umwandelten, genau so lassen sieh auch die Glie¬ 
der der zweiten Ordnung umwandeln, man hat nämlich für dieselben: 

ß> if - [f t+ ifr - i$n+ 


(8 II 




^-ßs-T+G^r--+(-'rif£n[+ 


9i/00 J 


x z 

L ,(8IF piFT reiFT' I v ,- 5 r 8 ir l (,,_ ' ) (- I 

+ ]^l8ip-lvl +U«''J — -’+C-O 1-wJ |( + 


00 


+ • • • 

,.(n —i, 8 IF 


+ 0/ 




und dieses muss stets sein Zeichen heihehalten, wenn Tein Maximum 
oder Minimum sein soll. 
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Spi l /, e r. I Ik*i «lir KriO'rieu iles 4■ ros:»!eti und 


(G) 




Die Glieder der zweiten Ordnung lassen sieh noch auf eine andere, 
von Legend re gezeigte Weise transfonniren, wir wollen diese 
Transformation zuerst in dein speciellen Falle bewerkstelligen, wenn 
Fblos eine Function ist von ,i\ y , y . Man setze alsdann: 


8 a F „ . 

7T~T + 


O 9 2 F , , 8 a F ,, 

* , a , /r /r + a —. fr 


= o- + j^4 o»' + *«o a 


und bestimme X und v so, dass dieser Gleichung identisch Genüge 
geschieht. Entwickelt man den zweiten Ausdruck, und ordnet ihn 
dann, so erhält man 


(7) 


„r , , „ a-ri . , | . , e s n . a 

w ~ L® + äyd + 2 w r’ + x äyd + "" ey^ 

woraus man sieht, dass X und o so gewählt werden müssen, dass 
folgende zwei Gleichungen stattfinden: 

8' V , 8 3 F 

0 y z 1 k Sy’* 

e^F 

0Z/0Z/' ~ ^ ' 0*/' 2 

und diese sind hinreichend zur Bestimmung von X und v. 

Kommt in Fauch noch y" vor, so setze man: 


( 8 ) 


0*F (> 8 3 F , 0 8 3 F 

^ ~ f /r - 4- m fr 2 
0.7 0// $y 2 


0i/ 

8 a F 

üy'üy 


77 «0 «0 


O 0*F , _i_ 9 0 2 F „ 

2 ?r //' + l - -, 7 w w -f 
hy%y Zyhj 

8 3 F 


('■ « ,s + '• «' «•' + («• -|- *«•' + y«0* 


Der zweite r Fheil gibt entwickelt und geordnet 


?0 3 |V -f 

+ 2 «-m/ 




j + [i , 1 + l .; + »' ^ J + 

>'< + Äy J + [ ' i + 

+ 3 h + x ey^J 


a-y 

»*"* 
9J-F I 

9j/" 3 J 


+ 

+ 


Die Gleichung (8) wird nun identisch erfüllt, wenn v , t? f , v 2 , X 
und {j. so gewählt werden, auf dass folgende Gleichungen stattfiuden 


8 2 F 


n' + ,r~ 


8 2 F 
0^~ 2 


8 3 F _ 

hy'~ 
3 3 F 
üy^y 


= * 0i + + ** 


8 2 F 

0i/' 2 
8 3 F 

0^" 3 


(9> 
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8*F_ , 8 -_V 

lyiy" ~ V ' + ** 3'y"~ 


, , S'«' 

'* + 1 8i/''- 


8 - V 

ly'ly" ~ • 3 1 " 8/ 

Kömmt in I auch noch //" vor, so setze man: 

3-r . e*r 8-r 8-r . .. &v , , 

» "" + ■ + 8 ’ + 8v '= ' + 2 8 m8</' + 


»Jt 


ly" ' ly""- " ' ly 

, o 8-r „ „ 8-r r-v , „ . 0 8’F , . 

+ 2 ly ly" + - lylß TU ' W ^ ' ly'W w + 2 W 7 '' 1 ' w + ( l0 ) 

8 3 r 


; (w 2 + i'i w'- + iuw"* + 2 iyw' + 2 


8 2 F 


■ o v w n n 

+ 2 ww w 

■f- 2 Cj?r mj' '-|- gyTTä ( o - ,/ -{- A| w" -j- A. w -|- A ;; ir) - 
der zweite Theil dieser Gleichung gibt entwickelt und geordnet: 


//■- 

( r ■+■ ^3 

3 3 r^ j r 

8yH + ""w 

+ ^ r 3 

+ 1 = Pi 

+ 



+ «-"* (r 

+ 2 1,5 + A ' I4-) + 




-j- 2 10 ?«/ 

( fc ’ 4“ l? s 4“Ms + H- ^4 -f- Ms 

e a r 

ly 1 "" 

■)+ 

+ 2 «•«>'' 

0» + A ; . 

8 2 F \ 

8,-0+ 2 "’ 1 

[ ,7 i 4~ 4~ #5'4- Ms 

8-r 

8.v'" a 

) + 

+ 

2 irV" ( 

. s a 2 F x 

' 5 + As 8 y"'J + 

o // />/ 

2 /r 

('•= + A - %y "’~) 



und folglich muss, damit die Gleichung (10) identisch stattfinde, 
folgendes System von Gleichungen erfüllt sein: 


8 2 F , , . 8 2 F 

— = /? —~ - 

3 <r 81/"'* 

8-r 

— = e, 4- 2 i-3 + V 
8 2 F 

— = + 2 * + V 

S 2 F 

rr~; = a,1 5 

%'ßy 

S 2 F 


W' 
8 2 F 

w 

8 2 F 


- I’S ~f -(- M‘3 


— + ^3 


S 2 F 


8 3 F 

8 /" a 

0 2 F 

8 2 F 


a */'" 2 

8 2 F 


V' 


ty'a*/ 


- — r, -j- -f r 5 ' + Ms 


8 2 F 

^ 7777 


(11) 
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8 2 r 

W" 

e 2 r 


= V b + ^3 
= l\ -f- /j 


8 2 F 

a 8 r 


• ' V"* 

Setzt man endlich ganz allgemein: 

a 2 * r x o . ö 3 r N , o a«r N „ o 
V ° r + ^ + ' nj " + • • • + 

+ 2 TTT ty 5 / + 2 r W' + 2 44 'V'V' + 


8 2 V 
8 yW* 


»'J 


rOO 2 


+ 


8®r 






4 - 2 

8 

[r 0 , 0 4" fpi w 2 4~^2• 3w " 4"* • *^h— is »i— ] k4* 4~ 2ü r 0 >i ?c?c 4~ 
2 r 0 ,.> ww" + 2 r,. 2 ^ 4 -... 4 - 2 U n _ o, „_ 1 4“ 

8 *4 (*« + >, «•"-<> + X, w ( “-v + . . . + x„ ? 0 S 

so gelangt man, wenn man den zweiten Theil dieser Gleichung ent¬ 
wickelt und ihn dein ersten identisch gleich setzt, zu einem Systeme 

nf ji -j- 3^ 

von ■ ■ Gleichungen, die hin reichen, um dieselbe Anzahl von 

Unbekannten, nämlich: 


zu bestimmen. 


Po. o ü i9 i U z . a U n 

rr TT V f T 

Go* 1 l 0, o ( 1> ü 

x, X 3 x 3 


H—I. II—1 


Anmerkung. Die Gleichung (6) setzt voraus, dass 


8 3 K 

dy' z 


von Null ver- 
8®F 


schieden ist, eben so setzt die Gleichung (8) voraus, dass — f ^ a ; die 

ßoy gC J/ 

Gleichung (iO)dass ; und die letzte Gleichung, dass von 

o y ~ o y^ 

Null verschieden sind. Sind die genannten Ausdrucke aber Null, so 
müssen diese Gleichungen auf andere Art transformirt werden; wir 
werden später bei der Betrachtung der speziellen Fälle darüber aus¬ 
führlich zur Sprache kommen. 


§• 4. 

Der Hauptzweck der ganzen hier durchzuführenden Analyse be¬ 
steht aber gerade darin, diese Unbekannten zu finden. Würde man 
direct dieses Ziel verfolgen, so käme man zu DifVerentialgleichungen 
erster Ordnung, deren Lösung jedoch solche Schwierigkeiten darbie¬ 
ten, dass selbst so mächtige Geister wie Legendre, Lagrange.... 
diese nicht überwinden konnten. Durch eine äusserst feine und 
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schwierige Analysis, die wir bald näher besprechen werden, gelangte 
Jacobi zur Integration derselben. 

So ist nämlich die Differentialgleichung, welche sich aus der 
Elimination von X aus den beiden Gleichungen (7) ergibt: 


s 2 * r 




v'~ v8?/^ J V8//0//' ' 


8 * 2 F 




so sind ferner die DilTerentialgleichungen, welche sich durch Elimi¬ 
nation von X und \x aus den fünf Gleichungen (9) ergeben 
,&V 

f W 

W 2 ' 

r S 2 V 
Vüßy' 

und die aus der Elimination von X, X 3 X 3 aus den Gleichungen (11) 
hervorgehenden Differentialgleichungen 
3 2 V ,x 8 2 V 
V ) 3/” 2 


X d z V 

f 82,7 

— )• Y 

JeT 7 ^ “ 

V 8.y8)/" 

'0 

r i — l 'z ) 

1 °0 

1 ■'n 

1 

/ 8- V 

8)/" 3 

v 8/8//" 


8- V 

r 8 2 V 

Yr- ~ 

{ 8./8 V " 






_ ( »**' 




V hßij”' 

- »4 J 



x 8 2 V 

z 8 S F 

- c V 


) “ 

Wfy'" 



x 8 2 V _ 

( 8?I ' 



' 8/y'" 2 

V8y"8//"' 

- P*J 



( 8 3 F 

.. j f 

83F rO 

) ay"* 

U/V" 

' 5 J l 

8 i/8i/"' V 

X 8 2 F 

/ 8-F 

r t f 


J ey 772 “ 

W%"' 

,a J t 

8'/8i/'" 4 J 


(--v' 

W s 1 

- ,/ 

/-8-r 

riül 

VaifBjf" ' 3 

z 8 2 F _, \ i-V ( 8 J F ^ f 8 2 r ^ 

V 8 ,/ '8 V '' * 1 1 4 , J 81/£ V8i/"8i/"' * ' J v ov'8,7" 7 ,;i J 


und so kömmt man, je weiter man fortschreitet, zu immer mehr, aber 
wenigstens nicht zu complicirteren Gleichungen ersten Grades. 

Aber das ist klar, dass wenn man hei dem ersten hier erwähnten 
J’eispicle X kennen würde, v sich ohne Integration ergäbe, es ist 
nämlich 

3 2 V . 8 3 V 

%>ß<j' ' St /' 3 

eben so, wenn man hei dem zweiten Beispiele X und p*. kennen 

würde, r, r, und i\ fast gar keine Berechnung mehr erfordern, es 

ist nämlich 
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e-r 0- v 

r ' = W 7 !> ' W* 

8 3 V 3 3 V 

ra = ayay' ~ 1 ay 7 ^ 

a 3 r ( 8-r _ s-ry , _ 

'* = 8i/8i/' V 8</8y" fA äy 73 -* ~ ,X äy 71 

mul so hätte man im dritten Beispiele, wenn Ai A 3 A 3 bekannt wären: 


n = 




'*3 = 




a-r 


i 

O? 

11 8»|"' 3 

8-r 

X — 

W" 

~ ay" 3 

8-r 

-X ÜK 

~ W 77 

4 sy" 3 

8°-r 

83,7 , 

~~ hßß 

8-/B !)’" 1 

e-r 

/ a 3 v 

w>j" 

~ tw 77 “ 

a 3 r 

r 85 F V 

8.78/7' 

V8//8//" > 


r i ~ 


8-r 
8^^ 
e-r 
^ äy 773 
, 8 3 V 


. a-ey 

~ U ~ 8i/"' 3 / 


■ 3//8//' 


(a.v' 8 .'/"' ty 1 
. 8 =K 

" ay 77 " 3 

X :! — 

Sil 3 ’ 


1, 


+ 0" *» 


A„ X, 


X ) — 

Al ay" 3 


a 3 e 


tielle 


"* ■’ 8 / y "' 3 

f. n. s. f. 

Durch wiederholt angewandte und geschickt durehgefiihrte par- 
Integration gelang es Jaeohi. den Ausdruck: 


or-> 



x x 


so zu transfbrmiren, dass unter dem Integralzeichen ein vollständiges 
Quadrat zu stehen kömmt; oder mit andern Worten, es gelang ihm, 
den Ausdruck (5) auf die Form: 


{r„, 0 üi , 3 + r,„ 'l >/ 3 + a yi/' 3 + ... + 

-f- 2 f o , ] o/yo/y' -f- 2 U 0 , 2 o/yo/y" -f- 2 L T ,. 2 o/y'o/y" -f- ... 

+ 2 5//" _a> v-r 

■ri 

X-. 

| + y y'/"“° 4 - x, Ol/" •> -f ... + X„ 0,1/ | <Lr 

zu bringen, woraus sich also unmittelbar die Werthe von A ergeben, 
und folglich mittelst derselben die (ihrigen zu bestimmenden Grössen. 
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Dies ist die Haupt-Pointe dieser höchst merkwürdigen J a col) Eschen 
Arbeit. Mir ist es geglückt, auf eine andere viel einfachere Weise 
die Werthc von 1 zu bestimmen, wodurch sich die complieirte und 
schwierige Transformation Jacob Es umgehen lässt. 

§• k. 

Ich will vorerst den Beweis eines von Jacobi erwähnten Lehr¬ 
satzes führen, der für diese Theorie von grosser Wichtigkeit ist. 
Es sei 


? >)' ?/’ y"’ ■ • • ?v w ) = o 

eine DifTerentialgleichung u ten Grades. 

y = t' d i9 d z , (h> • • • du) 

das vollständige Integrale derselben. Denkt man sich diesen Werth 
von y in (12) eingeführt, so erhält man eine identische Gleichung; 
differenzirt man dann dieselbe noch irgend ein a , so erhält inan: 


8« 


89 cy 89 by' 89 dy" 89 8ji/(") 

8 y 8« by' 8 n 8 y ,f 8« by(“^ 

und dies ist offenbar wieder eine identische Gleichung. 


= 0 
Setzt man: 


by 

— = so ist: 
8 a 


© •©. 


8 a 


b.v 


oder — 
8 a 


bx 


lind eben so: 

ö/T 

8 a 


0 2 s 

b7 2 


8jT 

ha 


8 3 * 

8Ö* 3 


0J/(") 

8 a 


8"s 

8.r" 


und die Gleichung (14) geht über in: 


8 ? 


« + 


*' + 


8? 


09 


s " + +Ü55* W - 0 


89 

cy ’ 1 8 y” ■ * 8y(» 

und ist, wie man sicht, eine lineare Differentialgleichung, der genügt 
wird für 

_ 3 j/_ _ 8»/ ^ _ 8 y ^ _ cy 

8«j ’ 8«o 9 0« 3 ’ 8«' 1 

es ist folglich das vollständige Integrale derselben : 


- r, i» + c ; i» + c, ^ 

8tfj 8« 3 8« s 


+ 


+ c -r L 


Kennt man daher das Integrale der Gleichung (12), so kennt 
man auch das Integrale der Gleichung (15). vorausgesetzt, dass man 



10 2 G 


Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


m 


statt y seinen in (13) stellenden Werth 


’ %'j ’ %'j 
gesetzt hat. 

Betrachten wir nun die zwei Gleichungen: 


er 

8 \V 


(3) 

( ,g > >„ 

welche, da 


_ 8 // 

i e irr 


e+er--+(-oi^r-' 

r8 II 


0 V n ('0 


r-e+^r--+<-•)• tssr- 


8 .'/ 


I0y 


W" 


W = — 0 >/ + — Ol/ + —, Sf + ...+-?£ *./■> 

r oy ■’ 8 ' 8 y" ■’ ^ r 8-,« J 

ist, in demselben analytischen Zusammenhänge stehen, wie die 
Gleichungen (12) und (13), so hat man, wenn das Integral der 
Gleichung (3) 

y =* ? (* r ’ "i’ " 2 , "s, * • • «*) 
ist, für das Integrale der Gleichung (IG) 

,\ f r ^ J- r 8i/ r diJ j_ r 0i/ 

^ = 8 ^ + Ci 8 ^ + C * 8 ^ + • ^ * + ° m 8^7 

unter C i9 C z , C«, ... C,„ willkürlichen Constanten verstanden. 

§. o. 

Um nun zu den allgemeinen Ausdrücken von \ i9 ... zu 

gelangen, betrachte man die zu identificirende Gleichung 

/<-L^r+L-^r—-+C-13- i^r i^+ 

J~\ x z 

, L (8ir | sir i' |8ir n " , sirf-oJ 

+p i^~lwi + M — • (-o _ }} + 

7,(811' I 8ir.' . |8U'Y' , „ ,, „r01KiO- 2 ) 

+1 ,ilJ f 07 ~ l^j + I 8V-] -••• + (- 1 '[^w] 


x 2 


+ 


x z 


+ 



(M-l) 


8IB \ 

8.V*"> | 
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0 + 4 4'/ ( " 0 4* 4 0//" 2) + • • ■ + 4, fy) + 

4 * Wo. o ' 4 /' 4 " ^i>i '\v ~ 4 " tj.o dy"~ 4 ~ • • • 4 “ ^»-i.«-i 4 " 

4~ 2 t;,, 1 oy o// 4~ ~ t'« < - vy '4/ 4~ 2 t T j , 3 oy' oy" -f- • • . 
4- 2 C,oy-») Jyt-Op 


Setzt man in dem ersten Theilc derselben statt r)y den Ausdruck: 


A, 


*9_ 

0«j 


0 V 0y 

+ A --i + A ’ii-+ ■■■+*■ 


s*/ 

0rto« 


unter A z A s . .. willkürliche Constantc verstanden, so ver¬ 
schwindet das unter dem Integralzeichen Stehende; folglich muss 
auch der Ausdruck unter dem Integralzeichen im zweiten Theile der 
Gleichung, wenn man statt Sy denselben Werth setzt, verschwinden, 
weil dieser Theil dem ersten identisch gleich sein soll, oder mit andern 
Worten 


n 4 0, y - a s.y - i 8 .v , , , s// 

8^+^* 8^+^9^ + ••• + 

muss ein particuläres Integrale der Differentialgleichung 

'V’° 4 - 4 4 - 4 ¥"- r) 4 - • • • + 4 = o 

sein. Setzt man ferner: 


ty = B t gf 4- 1h -f-4- Bo £ + ■ ■ ■ 4- lh,~ L 

c«, 0« 2 ca ?> 0« 2 , 


unter B i9 B z , B z ... B in ebenfalls willkürliche Constantc verstanden, 
so lässt sich von diesem Ausdrucke dasselbe sagen, ebenso wenn 
man: 


v ^ Sy Sv 0v ßv 

rjy = C\ - h C> - - \- C z -- )-••• + C Zn — — 

0«j 0« 3 0« 3 „ 


setzen würde, u. s. f. Man kann daher n solche Ausdrücke als die n 
particulären Integrale der Gleichung (17) betrachten, und dem¬ 
gemäss die Coeflicienten A l5 A 2 , A 3 . . . bestimmen. Nennt man diese 
Wcrtlie von oy der Reihe nach 


(17) 


II i, II 2 , «3 • • • II, 




so hat man folgende Gleichungen 


"i (,,) + A, «t*"“ 0 + A 2 Wi C "" S) + • • • + Wi — 0 

« a (, ° + /, + A 3 + ... + A„ m 3 = 0 

^3 (/,) + A, w/"- 1 ) -[" Ao u^ n ~^ -f- ... -j- A„ w 3 = 0 


m» 00 + A, t/ n °' f) + Ao ul"-*) + ... + A„ u n = 0 


aus welchen sich leicht A,, A 2 , A 3 . . . A n berechnen lassen. 

ln den auf diese Weise entstehenden Ausdrücken für A lf A 2 ... A a 
erscheinen 2w 3 constante Grössen, die aber nicht ganz willkürlich, 
sondern gewissen Bedingungen unterworfen sind. Es scheint ziem¬ 
lich schwierig zu sein, diese ganz allgemein anzugehen, wir begnü¬ 
gen uns daher nach Jacohi's und besonders Delaunay's Vorgang 
mit der ausführlichen Untersuchung specieller Fälle. 


Untersuchung des speciellen Falles, wenn V = y (a? , y , y) ist. 

Die Glieder der zweiten Ordnung lassen sich, wie auch ganz 
allgemein gezeigt wurde, auf folgende drei verschiedene Weisen 
darstellen: 



(18) 


(lf)) 


( 20 ) 


die einander identisch gleich sind. Die in (19) vorkommende Grösse 
lUist gleich 

0F 0F 

,F== i r w + TT^ 

und die in (20) vorkommenden Grössen v und A haben zu genügen 
den Gleichungen (7), diese sind: 


d 2 V 


0 3 F 
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Wir nehmen an, dass die Gleichung 


ilV 


- I — I = 0 

v L 3.iy I 


iutegrirt werden kann, und dass ihr Integral 

y = f (-v. «i» «0 

sei; das Integral der Gleichung 


3 \V 

^7 




0 


1 ( a * r y 

0 2 I 1 

1%81/v 

_ IT’J 


die sieh in entwickelter Gestalt auch so schreiben lasst: 

W /, , 03 F , 

T“,ö w + 7-7T W 
8.y ~ fy ~ 

ist dann : 

?c = 61 —- 4- 60 — 

1 8«^ 2 3« 2 

was wir der Kürze wegen 10 = u schreiben wollen. Wir wählen nun 
A so, dass w=u das Integral der linearen Dillerentialgleichung: 

w + ^ ^ — 0 


werde, und haben demgemäss 


woraus 


u 4 " ^ u — 0 

x = -^ 

u 

folgt. Aus der zweiten der Gleichungen (7) ergibt sieli dann: 

3 2 V u' d~V 

3//3.V' 11 3//' 3 

und jetzt bleibt uns nur noch übrig, um unsere Analyse gegen jeden 
Einwand zu sichern, nacluuweisen, dass die Werthe von X und v der 
Gleichung 

—r = r' + X 2 — 

0.y~ 3.y' 2 

identisch genügen. Substituirt man daher X und v in dieser Gleichung, 
so erhält man: 

0 2 F __ , u’ I d*V nu"—u' 2 ( 0 3 F 

fy 3 U//0//V U V0// 2 J 0//'2 * « 2 u 2 

Die beiden letzten Glieder heben sich auf, inultiplicirt man 
dann die ganze Gleichung mit u und ordnet gehörig, so erhält man: 


02 V 


'-v „ . v / , rv öv \ 0 1 1 
7= " + M " + [(w) ~ Sri" -0 

07 


Sitzb. d. matiiem.-iiaturw. CI. XII. ßd. V. lifl. 
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Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


m iis wirklich identisch stattfindet, weil w=u das Integrale der Glei¬ 
chung (21) ist. Man hat somit: 

/ ( — r m? 2 + 2 —- H -- w 2 1 t/ct* = 


-l-l£ + 


x x 


0j/ 8 t/' 

Ci — + c, — OTr ^ 

0« t 0«O 0~I 1 ) 

r (h J , ^ ty' 2 J j 

1 0«, 0ÖO 3:1 

0t/' 01/'f 

(7, — + C 2 — 

0ß, 8fl« \ 2 

- r *p t/.t* 

0 i/ 0 t/ / 

C 't + C *t 


Co 

oder wenn man— !: = m setzt, so ist der zweite Tlieil dieser Gleichung 


0*r 0«, 


+ w 


L0t/0t/ 


+ f ^4 ( ir' — — 

J V* 1 öl/ 


8/y . 

-h w 

0«! * 

'V , 

— + m 


0«j 


3'/ 

CC o 

0« 2 

— i! 

jto l 


0«o 

*1 

V 


0 Clo 

w ) dx 

*!!_ 

S.'/ a 



Melcher eine willkürliche Constante enthält, was übrigens schon 
daraus 1 o 1 gt, >\ eiI v durch eine Differentialgleichung ersten Grades 
gegeben ist. 


Die Kriterien sind daher in diesem Falle höchst einfach 


0 2 r 


0 2 r 
’ M//' 


und . dürfen innerhalb der Integrationsgrenzen nicht durch un- 
0// ö ° 
endlich gehen, denn sonst würde der erste Tlieil der letzten Gleichung 


8 2 V 

nämlich der Ausdruck (18) unstättig sein; ferner muss für alle 
Werthe von x = x x bis x x 2 stets dasselbe Zeichen beibehalten, 
endlich muss noch die willkürliche Constante m so gewählt Morden 
können, dass für keinen zm ischeu x x und ,r 2 liegenden Werth von x 

der Nenner -|- m gleich Null wird. 

0«i 1 0ß 2 ° 

Findet alles dieses Statt, und lässt sich ein solcher Werth von «i 
auslindig machen; der es unmöglich macht, dass zwischen den Inte- 
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grationsgrenzen -4- m — o wird, so kann man, weil für die 
Grenzwcrlhe iv gleich Null ist, die obige Gleichung so schreiben: 

/te^+ 2 ^ 01/ ^ + 

J L 0f/2 J n 01/01/' J 8.V ^ 8 y' i Ve.W \ 


-f 


fy' 8/ 

j -b m — 

d z V /8 oy 8« t 8 a* N \3 

-tir ■ iLv 


dy 


%y , 

-b ?w — 

8 « ^ 8 « 


8 2 V 


und hat somit ein Maximum oder Minimum, je nachdem 7-77 für alle 

hlJ 

zwischen j\ und x\ liegenden Wertlie negativ oder positiv ist. 

§• 8 . 

Ist aber = 0, d. li. ist V = /‘(, u, y) -\-y*f (.r, ?/), (ein 

Fall, den wieder Jacobi noch Del au nay einer Discussion unterzog) 
so muss die eben angeführte Analyse abgeändert werden, denn man 
hat statt der Differentialgleichung 


8F 


- — [^1 = 0 
y L 8 .</ I 


die sich hier so stellt: 


»Jf 


-3jf 


| + y S - [«■>'• ■ » 

wenn man gehörig reducirt, folgende gewöhnliche Gleichung: 

Z ±-V = 0 

0 #/ 8.r 

aus welcher y als Function von x ohne willkürliche Constante 
hervorgeht. Die unmittelbare Folge hiervon ist, dass die Coordinaten 
der Grenzpunkte der gesuchten Curven nicht mehr, wie im vorher¬ 
gehenden Falle willkürlich, sondern der Bedingung unterworfen 
sind, der zuletzt aufgeschriebenen Gleichung zu genügen, d. h. mit 
andern Worten, die Endpunkte sind Punkte der Curve, deren Glei- 

?> f a -f 

chung ~~—— = 0 ist; findet dieses nicht Statt, so ist die Aufgabe 
8 y 

unmöglich. 

Hier hat man nun : 

XZ _ x, x z 


f(W 0 , „ w 

J t ^- w -+ 2 — 


8,y8jy' 




ar, x x 


0? ’ 



10f$!w Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 

wo, wie man leicht sieht: 


und 


8IF 

l 8,F 1 — 1 

(*" v V 

8 = 1 | 


t 8 y' J 1 

A W ) 

s.r J 


an 7 

W 


b 2 V 


w 


ist; da ferner für die Grenzwerthe w = 0 ist, so folgt: 
f |(— w* + 2 — — w' ) dx = [w* f (-S- rl dx 

J W' ^ 8 ßu' > J LI 6 ß'j'J bßi 

X X K’j 

und es gelten daher in diesem speciellen Falle für die Kriterien des 
Grössten und Kleinsten folgende Vorschriften: 

02 V 02 v 

Die Glieder r—^ und - dürfen innerhalb der Jntegrations- 

0 ij~ bßß 


rrp, 


enzen niclit durch unendlich gehen, ferner muss: 


/ 0’I T Y 0' V 
\ bßy') bß 


für alle Werthe von x — x t bis x — x 2 stets dasselbe Zeichen bei¬ 
behalten, und zwar ein negatives, wenn ein Maximum und ein posi¬ 
tives, wenn ein Minimum sein soll. 


Wäre auch 


t—y 


b 2 V 

— — = 0 so wäre 1 dx ein vollstün- 
bß 


diges Differential, und die Untersuchung müsste dann auf andere 


Art geführt werden. 


S. 9. 


Untersuchung des speciellen Falles, wenn 1 = ^ (.r, y, y\ y v ) ist. 
Die Glieder der zweiten Ordnung lassen sieh in diesem Falle 
auf folgende drei verschiedene Weisen darstellen: 

(20) r)ßV b~V b 2 V //o , 0 

J (v + W ”• + Tr w - + 2 w + 


+ 


b 2 V 

ä77 


U'W 


" + 2 8W' wV ') ,Lv 


ib\V 

x <- 


I bij ' 




I 0 11 7 1 ' 1 

+ lx\ \ dx 


.iy 


(23) 
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8 2 F 


(vw- + 2 v t irw' + I vi-'s) + J + *»r' + /««••)* "'• r (24) 


die einander identisch gleich sind. Die in (23) vorkommende Grösse 


W ist gleich 


lv ^ , , öF w " 

n — — io h- iv n- 

fy 8i/" 


und die in (24) verkommenden Grössen r, v x , r 2 , X und ju haben zu 
genügen den Gleichungen (0), diese sind: 

8 2 F , 8 2 F 

V + >k% v- 

— ■= 2 u, -f r,' + a 2 — 

8 xp ' " ^ e/ /2 

8 2 f , , , e 2 F 

W ‘ V 3 

8 2 F _ 8 2 F 

w # “ r * + ,a fy" 3 

8 2 V . 8 2 F 


(9) 


- — r.> + X 

W / ty" ! 

Wir nehmen an, dass die Gleichung 


8F r ö r 1 . r c J 1 

~s7 “ [ vl + M = 0 


rö F 


8 Fn" 








integrirt werden kann, und dass ihr Integrale 
V = y (.r, rtj, ^0 


sei; das Integral der Gleichung 


8 IF 


civ r8 IF ~1 rtnr-i 

L% J LSv " J 


8 JF-|" 


die sich in entwickelter Gestalt auch so schreiben lasst: 


8 2 F 

// 2 


+ a (£?) «•'" + | 2 n. _ iü + fiL) + 

\By"~) L 8i/8 u" Bi/' 2 \Bi/'Bu"J 


O'J 


+ SV + H3-Q + Q>'+ 


8 2 F 


8 2 F 

fy" 

8 2 I\ 


e 2 F 


8 2 F 






8 2 F 


w 


+i^-C)’+ 0 >- 


oder kürzer, wenn man 


8 2 F 


ÜT = j — = n ~ = r 

Zf ’ £'/- ' e</" 2 ' Zijiij" 


8 3 F o-T y ( , 

8'/8'/" Zff 












I 034 


Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


setzt 

Cw'"' + 2 CV" + (2£- + // + r ) w” -f- (2 — /?'+ 
(25) + D") w' + (A — F + E") ir - 0 

ist dann: 


N i ^ \ i 8 - V I i ^ 

°!J = ~ + ^2 — I ^3 


0 «, 


8a., 


0a, 


+ 


0a 4 


oder 


- n 0// i /» 8,/ i „ 8 '/ , ,, 8 .'/ 

0/7 = /A + /,; 8^ + 7,3 8«7 + ‘ h 3«7 


von denen wir das erstere mit //t das zweite mit « 2 bezeichnen. 
Walilen wir nun A und jj. so, dass o// = ?/, und oy = u 2 die parti- 
eulären Integrale der linearen Differenzialgleichung 

w" + hc 4 ~ l* 11 ' = 0 

werden, so haben wir demgemäss: 

"i" + = 0 

4~ am* "i~ P’H'i = 0 

woraus 

?< 2 ?//' — 


A = 


«,?/., — MoW, 


U./'tt/ — M/'M a 


?/ t — W 2 «j 

folgen. Aus den drei letzten der Gleichungen (9) ergehen sich dann: 


( E _ c y_ 

' ?/ l - Mg?/1' 


a.. Ui — a, //., 


(20) 


r, — /? — 


= I) — 



- U 2 tl \ 

Un " tlJ 

- u/'uJ 



“i H 2 

- U 2 li \ 

U 2 1l l" 

- tt i U 2 > 

U \ n 2 

'“«W ’ 


—. C 


r 


und jetzt bleibt uns wieder nur noch übrig, um unsere Analyse gegen 
jeden Einwand zu sichern, nachzuweisen, dass die gefundenen 
Werthe von X, /jl, y, und r 2 erstens den Gleichungen 
0 2 I 7 , . b*V 
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identisch cremigen, und zweitens, dass sie mit der gehörigen Anzahl 
willkürlicher Constanten versehen sind. Da die Gleichungen (9) 
durch Elimination von A und ix auf drei Differentialgleichungen 
ersten Grades führen, so müssen in den Resultaten unserer Rechnung 
drei willkürliche Constante erscheinen. Berechnen wir vorerst die 
Werthe von A und /jl. Wir haben: 


Ml 

Mi' 

M|' 


i * U I i I i ^ 

A — + A — + A 


8«, 


8<*, 


0M 

+ 


8a, 

a ,»jL + a ,>jL + a ,*jL + a> 


8 «, 


8« 2 


+ a 
8 «, 8 « 


8« 3 

+ A * + Ai 


8 rt 4 

ey 
8« 4 
8^ 
8 a. 


8»/ 8y 


8y' 8y' 

= D, — -f B, — + 
8 «, 8 «. ' 


ß 3 


*v_ 

8a 3 

3/ 

8 a. 


8y 

+ B h —— 

8a. 


+ 


3j/' 

8a 4 


8«y" 8y" 8y" 8a" 

= ß, a — + ß, a — + ßs s — + Ih J- 

8«j 8« 3 8a s 8a 4 


M, Mo — 


M, Mo 


Mo M i 


M, Mo 


- w 2 M, 



ey _ 
8 «, 

8 «j 

8 a J 1 

Gl 

/-3.V sy 

L 8 a 3 8 a, 

e.y 

8 a, 

^)+ 

9«*^ 

+< 

V _ 

ca, 

e.y 

8 a, 

-i+ 

8 a 4 / ‘ 

c»| 

r s.v sy 

^ 8 a s 8 a. 

e.y 

ea 2 

^) + 
ea.r 

| r. | — 

^ V 0« 4 

e^_ 

0 a 2 

_e.y 

8 a z 

- : ) + 

8 a 4 J ‘ 

Gl 

r 3 i/ ey 

' 8 a 4 8 a„ 

e.y 

0«3 

0 i/\ 

8 a 4 J 


8 .y" 

8 «, 

e^ 

8 «! 

e ^) + 

a 

^3y'_ 

' 8 a 3 8 a, 

__5» , 

8 a, 8 a 5 J 


er_ 

8 a, 

e.y 

8 «, 

eyy 

8 a 4 J ' 

C 4 

%y" _ 
'Sa., 8 «. 

e.y 

ea 3 

8 A+ 

0«3^ 

l. ^ r 8,/ 

8 //" 

_ e^_ 

e.y'\ 

/I 


3.V 


8 « 2 

8 a 2 

8«4 j 

I« 

'Sa^ 8 a, 

8« 3 

e«4 J 


e.y" 

8 a, 

_ ey 

8 a, 

*q+ 

8 a„ A 7 

a 

ray 

^ca, 8 a, 

s.y 

8 a, 

£)+ 

+<•(£ 

er _ 

8 a, 

e.y' 

8 a, 

8 Ö + 

8 a 4 / ‘ 

c* 

rsy 6 jy _ 

' 8 a, 8 a s 

ey 

8 a. 

9+ 


er _ 

8 a 3 

_ey_ 

e«o 

8 a 4 ' r 

G 

/ay ey;_ 

' 8 a 4 8 a 3 

e.y' 

e « 3 

sy^-j 

8 aj 


löse 


Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


( 28 ) 


wo C„ C 3 , Cs, G,, C r ,, C s folgende Bedeutungen haben: 

C t = AJl, — AJl . 

C, = A S B, — A t IJ 3 
G 3 = A' 4 Ii t — A\ 1K 
C\ = AJl. — AJK 
(\ - AJL — AJl 4 
G = -I,/;, - Ajh 

Wir wollen die Gleichungen (27) kurz so schreiben : 

«.— «*«.' - GA + AA + CJK + CJ\ + CJK + c t p t 

"Ch" — "Ah" = (\ <?, + CJL + C s Q 3 + CJK + C.& + CJK 

"i w-j — "i CJK -|- G«/?» -f- CJl 3 -j - CJK -j- CJK “H CJK 

wo G|, G>, Gj, G 4 , G 5 , G 0 , constant, /', (?, /? hingegen bestimmte 

Functionen von .i* sind, ln Ä und a erscheinen somit blos sechs Con- 
stante, nämlich die erwähnten G,, Go, G 3 , C%, G 3 , G,, welche aber 
nicht ganz willkürlich sind, da 

CJ, — G 3 G 5 + G 3 G 4 = 0 

ist, wie man sieh durch unmittelbarer Entwicklung des Ausdruckes 

(A, /?, — A, IL) (J 4 B, —A. IK) — (A, B t — A, Bj (AJL — 
— A» ß 4 ) + (A th — A /?0 (A 3 JL — A, z? 3 ) 

überzeugen kann. Es lasst sich folglich 1 und ja so darstellen. 

C, 0, + C,(), + G 3 (? 3 + C 4 p 4 + C 5 0 5 + C 6 (> G 




( 20 ) 


/* = 


cj\ + Co/-, + cjk + cj\ + cjk + cj\ 

i + ü'o/i 2 4 - C^ltn -j- C\Ii k + C s Ii 5 4“ CqRq 


<\n 


-r < J\ -r C,f 3 4- <^4 + C 5 /’ 5 4 - C G l\ 

Multi jdicirt man Zähler und Nenner von X und fi mit C 5 lind 
setzt statt C z C 5 seinen Werth C x C 6 + C 3 C 4J so erscheinen in X und 
/). blos die Constanten 

C t , C i9 Ci, Cs, c 9 

man kann dann noch durch irgend einen der Coeffieienten Zähler und 
Nenner dividiren, und hat somit in X und /). blos die vier Ver¬ 
hältnisse 


C\ 

C~i 


C\ 


C , 64 
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cingefiihrt. — Man kann noch zum Überflüsse bemerken 
zwischen den Grössen P, Q, ft, die Gleichungen stattfinden: 

P, P» —P*P* + Ps Pt = 0 

<?. ft — ft ft + ft ft = o 

ft, ft c , — ft 3 ft + ft ft; = 0 

Nehmen wir jetzt die zwei Gleichungen 


1 0 3 T 

dass 


8 3 F 

V 

e 3 r 


= »' + P-~ 


8 a r 

V 7 - 


= 2r, + r a ' + X 3 ^ 


(30) 


vor, und setzen in ihnen zuerst statt v, r, und v z ihre Werthe, so 
hat inan: 

(,<x 3 C — Ä) + (F — lixC)' + (y.C — E)" = 0 
2 E — />' + (X 3 — 2 <x) G + (Z) — XG)' = 0 

Entwickelt man diese Ausdrücke, so erhält man : 
jx 3 G — A + F — X/xG' — X Cp.' — jxCX' + fx"G + 

2 -x'G' + ,-xG" - E" = 0 (31) 


X 3 G 

— 2 -x G + Z)' - 

- X c 

i der Kürze halber 

: 



- Mo 

ii / 

- M, 


Mo" - Mo 

u,” 

- .ft 


Mo" - Mo 


= -ft 

Mi 

Mo" - Mo' 

Ml" 

= ft 

Wl 

Mo"" - Mo 

Ml"" 

= ft 


Mo" - Mo' 

«r 

= ft 


Mo"" - M z ' 

M,"" 

= ft 


Mo'" — Mo" 


= -ft 


so ist: 


X— 

-ft 

ft 

^ ft 

37, 


37- il/o 

ät; + jg + 2 ^ 




1038 


Spitzer. Über <lie Kriterien «les Grössten und 


und wenn man in (31) die Substitution für o." durchführt, so hat man 
statt der Gleichungen (31) folgende Gleichungen: 

^C—A + F' — l\xC' + \Cp! + \lC" + 2 tx'C— F" — Cl*n + 
,M- DJ^ 

+ r (— + = o 

T \DI t ' Dl,) 

2 f — n + a*c — 2 jj.r + iy — ic — xc = o. 

Setzt man jetzt für X und tx' ihre Werthe, so hat man: 

/DL DL DL\ 

, x *c - A + F’ + Au.C + ,x€" 1 F" + r (- + - ? + X -*) + 


-4- 2 C — = 0 
2 E + D' — IC' — B 


,c + C * - 0. 


Setzt man endlich auch noch für A und [x ihre Werthe, so hat man: 

e 5$~ J + F '~ E '~ c ’k £ + c 'w+ 

+ c X + C^- c # S + 2 c S = o 


M 




M, M t 


iM, 

ZE+ir-H+C^-C^ + C* — o 

Die erste dieser beiden Gleichungen lasst sich redueiren, wenn 
man statt — A-\-F* — F" seinen ihm identisch gleichen Werth setzt, 
den wir auf folgende Weise erhalten: 

Setzt man in der Gleichung (23) statt w , u t oder u 2 so erhält 
man stets eine identische Gleichung, weil sowohl als auch u 2 die 
vollständigen Integrale dieser Gleichung sind, man hat daher: 


C uC + 2 C ii t ’" + //," (2 F + f) + C' — B) + 
+ (2 E + I)" — B) + n t (A — F' + F") = 0 

C tC m + 2 C wJ" + (2 F + I) + C" — B) + 

+ (2 E + I) — B) + Ws (A — F + F") - 0 

Mulliplicirt man die erste derselben mit uA die zweite mit u { * und 
subtrahirt dann beide, so erhält man folgende identische Gleichung: 

r (v 3 ur — nt */"') + 2 c Oh ux" — «i ih") + 

+ (IC «>” — w,' <h) (2 F + />' + C' - B) 

+ (/ii — *h ih 1 ) (A — F' + F ) = 0 

aus welcher folgt: 

-A + F’—E’ — —cAll — %c ■ A -^ — C 2 F + J)'+C'--B) ■ 

i*/| i'ij J/| 
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Dies in die erste der Gleichungen (32) eingefiihrt und redneirt 
gibt: 


c f±üi! + ^ _ 5 5) _ c ^ _ (-9 /, + //_/,) ‘5 = o 

L u/,'- ^ i»/, M, mJ ' ;>/, 3/, " ' ' M, 

Nun ist aber: JA J/ 4 + JA JA — JA JA = o; folglich : 

3/ s Dl 2 J/ 6 ]\I k M z 

W x ~~ W x W x = — iöj ü/j 

und setzt man dies in den obigen Ausdruck, so lässt sich durchgehends 
als gemeinschaftlicher Factor berausheben, und man erhält: 

-’i(‘ iE + B ii l!+c w- c w, + c 'w,)- i> 

Man sieht hieraus, dass die beiden Gleichungen (32) befrie¬ 
digt werden, wenn nur die zweite derselben befriedigt wird. Diese 
lässt sich nun so schreiben : 


37 a 


37„ 37 fi 


JA (2 E + D' — B) + C JA + C (JA — JA) = 0 

Differentiirt man dieselbe nach .u , so erhält man nach einigen 
Reductionen : 


+ C JA + 2 C JA + (C" + 2 E + /)' — B) JL + 

+ (2 E + D" — B ) JA = 0 
Multiplicirt man aber die erste der Gleichungen (33) mit u 2 
die zweite mit u x und subtrahirt man dann beide, so erhält man 
genau dieselbe Gleichung, zu der wir jetzt gekommen sind. Da alter 
die Gleichungen (33) identisch stattfinden, so muss auch die aus ihnen 
gefolgerte identisch stattfinden; ist daher das Differential der Glei¬ 
chung (34) identisch Null, so muss auf der linken Seite der Gleichung 
(34) eine reine Function der Constanten 

C\ > Co , C 3 , C 4 , C $, Cq 

stehen, welche, so wie der rechte Theil der Gleichung, Null ist. 
Man hat somit: 


r cb 2 V , 8 3 F , t 8-F „ b 2 V , b*V 

/ 4" 7 — 77 , w 2 + ri7T w 2 2 ine - 4 - 2 —— ww - 4 - 

J Ihr W 2 W' 2 ^ e»/8y' ^ buh," ^ 


by 2 bij 

b-V i 

4- 2 -— w w " > iLv — 

8 y'hj" f 


^2 o 

|)) ie- -|- 2 r, «■«/ -j- e 2 ?<•'-j -f- j («•" -f- Ä w' -f- [j. (/•)- */.«; 


(34) 
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wo v, iv v. i9 X und p. die in ( 2 G) und (29) angegebenen, mit sechs 
Constanten versehenen Werllie haben, zwischen denen die 2 Bedin¬ 
gungsgleichungen 

c, r 6 - c, c 5 + G c 4 = o 

J/ t (2 fi + [)' — />') + C Mi + C (J/ 3 — Ml) = 0 

stattfinden; da ausserdem hlos die Verhältnisse der Constanten in 
den Werthcn von r, v l9 r 2 , X und p. eintreten, so haben sie die noth- 
wendigc Allgemeinheit. 

Die Kriterien sind daher auch in diesem Falle nicht complicirt. 
Die zweiten Differential-Quotienten von V dürfen innerhalb der Inte- 

grationsgrenzen nicht durch unendlich gehen; ferner muss — 77 * für 

alle Werthe von x = .r, bis x = x 2 stets dasselbe Zeichen beibe¬ 
halten , endlich müssen noch die drei in der Rechnung eintretenden 
willkürlichen Constanten so gewählt werden können, dass für keinen 
zwischen u*, und x 2 liegenden Werth von x der gemeinschaftliche 
Nenner von X und p. gleich Null wird. 

Findet alles dieses Statt, und lassen sich für die drei Constan¬ 
ten solche Werthe ausfindig machen, durch die es unmöglich wird, 
dass der Nenner von X und p. innerhalb der Integrationsgrenzen gleich 
Null wird, so kann man, wenn für die Grenzwerthe nicht nur w = 0 
sondern auch w* = 0 ist, die Glieder der zweiten Ordnung so schreiben: 

JC o 

f 7 Ö ~J7. O" + W ' + t X M 0® • (lx 

e 2 F 

und man hat somit ein Maximum oder Minimum, je nachdem 7 ^ 773 - 
fiir alle zwischen x\ und x 2 liegenden Werthe negativ oder posi¬ 
tiv ist. 


10 . 

Ist aber — ^ = 0, <1. Ii. ist V=f (.r, y, »/') -f y“f (.v, >/, y‘), 
so muss die eben angeführte Analyse abgeändert werden , denn die 
zwei Differentialgleichungen: 


er 

eir 



= o 
= 0 


Kleinsten bei «len Problemen der Vnrinlionsreeliiiiing-. 
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die im Vorhcrgeliemlen von der vierten Ordnung waren, gehen jetzt 
in Differentialgleichungen der zweiten Ordnung über, namentlich 
erscheint die letztere von ihnen in folgender Form : 

(2 E—B + D ' ) iv" + (2 E ' — K + D ,r ) iv’ + (A—E f -f E") w = 0 
und die Integrale der angeführten zwei Gleichungen sind: 

y = ? (•<•> «. > «*) 

' /< 8 - v i /« 8 ' v 

^ 8«, 1 8«o 

unter und C-> willkürliche Constante verstanden. 

Bevor wir weiter gehen , bemerken wir, dass in dem hier 
betrachteten Falle wohl die Endpunkte der Curvcn, für welche das 
vorgelegte Integrale ein Maximum oder Minimum werden soll, will¬ 
kürlich gewählt werden können, nicht aber die Richtung der Tan¬ 
gente an diesen Punkten, diese muss vielmehr aus der Gleichung 
= a l9 gezogen w erden, und ist somit ganz bestimmt; oder 
wenn man die Tangente an den Endpunkten willkürlich wählen 
würde, so müssten die Endpunkte solche Coordinaten haben, dass sie 
der Gleichung y=y (jc, ft 3 ) genügen. 

W ir setzen nun an die Stelle des Ausdruckes (24) den Aus¬ 
druck : 

JC-> X« 

v ic 2 -f- 2 r t w iv -j- r 2 ir ~j -f- j P («•' -f- X w) 2 iLv 

x x x x 

somit statt der Gleichung ( 8 ), die Gleichung: 

A w 2 -f- B w 2 -f- 2 F w w + 2 E w w" + 2 D w w" — 

= (r ir 2 -j“ 2 i\ w iv -f r 3 w' 2 ) f -f- E 0 C ' + ^ ?r ) 3 
und folglich statt der Gleichungen (9) die Gleichungen: 

A = P + P X 2 

B = 2 +1?; + P 

h = v -|~ v \ —|- X P 

E — i\ 

D = Co 

wählen ferner X der Art, dass 

/< i /< hlJ 

W = v t — + c. — 

Öd | OÖo 


das Integral der Gleichung 


iP -f- X w = 0 
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werde, woraus hervorgeht 

1 


u' 
u 


unter u der Ausdruck C t ^-4- C 2 ß- verstanden. 

1 ca o 

Jetzt ergeben sich leicht für v, v t , v z und P nachfolgende 
Werthe: 


v t = E 
r 2 = D 

P = ß — 2 E— // 
r = F — F + ~ (11 —2 E— D) 


und falls unsere Analyse richtig ist, müssen dieselben in 

A = v' + P X* 


substituirt , auf eine identische Gleichung führen. Wir erhalten nun 
die Substitution durchführend : 

Ä = F — E" + ~ (11' — 2 FJ — I) ') + 

+ (II — 2 E — D) — ^ (B - 2 E — D) 

wenn man hier die Brüche wegschafft, reducirt und ordnet: 


(2 E—B + I)') u' + ( 2 E — B + D ) u + (Ä—F + E') u = 0 


und dies ist wirklich identisch, weil w — u das Integral der 
Gleichung: 

(2 E—B + D ) w" + (2 E — B' + /)") w + (/I — F + E) w = 0 


ist. — Man hat somit: 


xz 

J ~ (A w 2 -f- B w'~ -f- 2 F w w + 2 E w w" -)- 2 D w ic") (Lv — 

x 2 

i) ?r 2 -|- 2 r ( ir w -f- 2 . -f- 



r, — -f C; — 

d«! 1 da. ^ 

7477 * > "* 
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c 

oder, wenn man statt m setzt, und bedenkt, dass für die 

* i 

Grenzen w und w‘ gleieli Null werden, so hat man für den zweiten 
Tlieil dieser Gleichung : 



unter m eine willkürliche Constante verstanden. 

Die Kriterien für ein Maximum oder Minimum sind daher liier 
folgende : 

Die zweiten Differential-Quotienten von V dürfen innerhalb der 
Integrationsgrenzen nicht durch unendlich gehen, ferner muss 
B —2 E — D‘ für alle Werthe von x = x { bis x — x 2 stets dasselbe 
Zeichen beibehalten, und endlich muss noch die willkürliche Con¬ 
stante m so gewählt werden können, dass für keinen zwischen x t 

und . 1*2 liegenden Werth von x der Ausdruck -f- m ~ gleich Null 
6 ° ca j 1 8 

wird. Ist nun unter diesen Umständen B — 2 E — D‘ stets positiv, so 

hat man ein Minimum und ist es stets negativ, so hat man ein 

Maximum. 

Wir haben endlich noch den Fall zu besprechen, wo nebstdem, 
dass = 0 ist, auch noch die Gleichung B- — 2 E — D' = 0 stattfindet. 

Clj'~ 

Alsdaun hört die Gleichung, die zur Bestimmung von y dient, auf. eine 
Differentialgleichung zu sein, sondern sie ist eine ganz gewöhnliche, 
etwa von der Form y—'f (.i*), und jetzt können blos die Abseissen 
der Endpunkte beliebig gewählt werden, die Ordinaten derselben, so 
wie die Richtung der Tangente an denselben, folgt aus der Gleichung 
y—o (.*’) von selbst. Man hat in diesem Falle für die Glieder der 
zweiten Ordnung 


x z x z 

\ + f (A - F + E") d.v 

X J 

und da für die Grenzen ir und ir‘ gleich Null sind: 




X, 


I - F + E") dx 



1044 


Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


woraus man auf ein Maximum oder Minimum scldiessen kann, je nach¬ 
dem A — P -f- E“ stets negativ oder stets positiv ist. 

Wäre auch A — F‘E“ — 0 , so wäre Ydx ein vollständi¬ 
ges Differential, und die Untersuchung müsste auf eine andere Art 
fortgeführt werden. 

§. 11 . 

Untersuchung des specicllen Falles, wenn U= y (x 9 y 9 y' 9 y" 9 y <n ) ist. 

Die Glieder der zweiten Ordnung lassen sich in diesem Falle 
auf folgende drei Weisen darstellen. 


(3S) 


(3T) 


r'fi'V . . 8-r , 8-r „ a-r , 

J W 3 ^ V 3 fy " 3 ty '" 2 

-f- 2 — 1 ?(■«■' -J- 2 8 wir" -f- 2 ——777 wir" + 

iyZy 81 / 81 / b)ßy 

+ 2 2— — ,rV"+ 2 8 ~ 1 w" 

^ by'hy" ^ by'hy" ^ by"Sy"' 


«•"') (Lv 

I tölF iölt | iSJFY) ,( 8 ID | 8 IUY> , / 8 II / '] a ’* 

( 3ß ) I ! +w, l87~MK ,c 


+ 


/ >2 (8ir iBirv, reirv' .«iry". 


(r?r 3 + *r' 3 + r 3 ?U' 3 +2 r 3 ?e?r' -f- 2 r. t ww” -f- 2 r 5 ?*/ ?ü”) + 


/* 8 3 F 

7 ä? 73 


(-{- Xi ' -j— X» -j— X 3 ?c) 3 (Lv 


die einander identisch gleich sind. Die in (36) vorkommende Grösse 
IF ist gleich 

aK | W , , W „ , SU 

n 17 W + ^ 7 W + v 7 ™ 

und die in (37) vorkommenden Grössen X 1# X 3 , X 3 und v 9 v i9 v» 9 v Z9 v 4 , r 5 
haben zu genügen den Gleichungen (11), diese sind: 


8 2 U , , , 0 8 3 F 

P O - 4“ V 

8 3 F 
8 3 F 


e >/'" 3 

= tV + 2r s + X, 3 
= v ‘> ~h 2r 5 + X, 3 


8 3 U 

eT 72 

8 3 U 

eT 77 
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0 2 F 


l ' + + ^3 ^3 


0 2 f 


e 2 r 


%ßy" 


— r 3 + V'4 + X| X 3 


8*f 

8 ?^ 


8 2 r 

"w 77 " 

0 2 F 

"eyä? 7 " 

02 F 
0/3*/"' 


— ^4 + a ,;,o 

dj/ 

02 F 

= i’i + n + t's + ^3 T”7^r 

= I*. + >. ~ 


9’^ = , , ilü 

8 -/'%’" ~ ^ ‘‘ 8 >/"- 


Wir nehmen an, dass die Gleichung 



integrirt werden kann, und dass ihr Integrale 

H = f (.f, «1, «J. «3» «4- «5> «c) 

sei, das Integral der Gleichung 

8 ir rJIIV | 8 »Y I 8 II Y" 

1 ~j Ivd + Lay 7 ! — La^j 

die sieh in entwickelter Gestalt, wenn man: 


( 11 ) 


a 2 r 


= A. 


i-V 


= 11 , 



8 2 F 8- V 

~*in — ’ w 


8-r 8=r _ 8-r s-r a-r 

8 */ 8 </" _ % dyiy' 1 ' ~ Sy’dy" ~ * ’ dy’iy’" ~ ’ hy"hy'” 


setzt, auch so schreiben lässt: 

_ 1) W m _ 3 D'w^ + (C — 3 //' — 2 / — /.") + 

+ (2 C — 11" - 4 / - 2 A-") «•"' + (- 11 + r + 

+ 2 f — 3 r; + n — 3 r — /r") «.•" + (— n + c J 

+ 2 F —3 G"+ // "— / ' ) «•'+ (.1 — A”+ — 6’") w = 0 

Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. XII. Hd. V. Ilft. G8 
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hat dann folgende Werthe: 


tc — j\ j 


59 + j, ± +j, 4 +-i. 


0 «, 


da. 


0« 3 


da.. 


a«, + '* 6 a«. 


/A ± + n, 8 * + za + /a + /A + ik f 
a«, 8rt 2 ' a« 3 a« 4 a« 5 1 u 6 


w — C| 


*" + «L + C, *L + C, + G £ + C, * 


da t 


da o 


0 «, 


0 «i 


da r. 


da. 


von denen wir das erste mit das zweite mit w 3 und das dritte mit 
n z bezeielmen. Wählen wir nun A,. A 2 und A 3 so, dass w = ?/ t> 
= 7 b», und w~u z die partieulären Integrale der linearen Diffe¬ 
rentialgleichung 


7ü"-}-A 3 w/-}-A 3 ?r = 0 
werden, so haben wir demgemäss: 


«i # " + Xi <' + L w/ + A 3 Wl = 0 

nJ" A, iu" -f- A 2 zt»' -f A s Wo = 0 

/b.'" -J- Aj z/ 3 " -j- A 2 w 3 ' -j- A 3 w« = 0 


woraus: 


(39) 

A, = 

A ä = 

\ = 



lt x 

1t 2 

lt, W, 

"3 

w a '" 

- V 2 

?/ l 

«3'" 

+ w 2 

11 n 

11 

III 

1 

+ a. 

W 

1 "2 

— W 3 

1t 2 

lt x " 


«1 

itj 

"3" — "1 

w 3 ' 

« 2 // 

- " 2 

Mj' 

"3" 

4 - «2 

ItJ 

lt 

n 

+ a 3 

w 


“ W 3 

u z ' 

« 1 ' " 

! 

u i 

lt 2 

m 3 ,,/ — u i 

"3" 

«o'" 

- ^3 

W," 

w 3 '" 

+ '/o 

u " 

"3 

lt 


+ U, 

?/ 

1" "3"' 

— ? '3 

11." 


t 

lt 1 

lt,' 

lt," — Z/j 

« s ' 

w 2 " 

- "‘2 

1/ l' 

Wj" 

■f ^/ 2 

w s' 

lt 

n 

1 

-j- 1t, 

// 

1' " 2 " 

?/ 3 

lt J 



W f 

tt,' 

' tt,"' - lt x 

# w 3 " 

11,"' 

— Hg' 

Wl" 

lt."' 


w 3 " 


m 

+ «»' 

"1 

" //o r,/ 

-"s' 

n 2 " 

«H 


Wj 

tt,' 

"3" “«1 

w 3 ' 

lt" 

— »3 

W|' 

w n" 


H z 

lt 

u 

+ "3 

"l 

"3" 

— W 3 

ft 2 

Wj'. 


folgen. Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen (11), so 
findet man dann r, r if r 2 , v,, 7 : 4 , v 0 *, diese sind: 


(40) 


c - E — F' -f (/; — A s I))" 4 - (X, A 3 D)’ — A. A, D 
r, = // — (i 4 - A 3 I) — (I — X, Dy — A, A, D 
r, - K — A, I) 


r, - F — (V — An A)' — A, A 3 A 

t '4 ~ - A 3 I) 


Vi 
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und jetzt bleibt uns nur noch nachzuweisen übrig, dass die gefunde¬ 
nen Werthe der Unbekannten den 3 Gleichungen 




v' + X 3 2 




bW 8*K 

— = r ' J-2r 8 + lo z -- 

e.v ' 3 1 ^ 3 ^ - av " 2 


8 3 F 

8 V^ 


+ 2 f 5 -(- /•! 3 


8 2 F 


ey " 2 


( 41 ) 


identisch genügen, und zugleich mit der gehörigen Anzahl willkür¬ 
licher Constanten versehen sind. Da die Gleichungen (11) durch 
Elimination von l i9 X 2 , X 3 auf G Differentialgleichungen ersten Grades 
führen, so müssen in den Resultaten unserer Rechnung sechs will¬ 
kürliche Constanten erscheinen. 

Die Gleichungen (41) gehen, wenn man in ihnen statt i\ v i9 iu 9 
v «, v i9 v 5 ihre Werthe setzt, in folgende über: 


A = E - F" + (G — X 3 £)"' + (X, X, />) ' — (X, X 3 Dy + X 3 * D 

« = ir — o + ex, uy — (/ — x, Dy - (x ( x 2 oy + 2 f— (42) 

— 2 (C — X 3 />)' — 2 X, X 3 D + Xa* L) 

C = IC — (X t Dy + 2 / — 2 Xe D + X,* D 

und diese führen entwickelt und geordnet auf folgende Glei¬ 
chungen : 

V" D + 3 Xa" />'—/> (X. Xa" + V' X 3 ) + 3 X 3 ' J9" - 

2 D (Xj X 3 -f- Xj X 3 ) + Ü (X 2 X, -\- X> X 3 — 2X 4 ' X 3 ) -j- ( 43 ) 
+ X, (/>'" — X, D' + X 2 D’ — \ D) = — A + E — 

— F'+ G"' 

Xa" /> + 2 X* # Z»' + Z> (3 X 3 ' — X* Xa' — X/ X,) + X 2 /)" + 

_|_ // (3 X 3 — X, X.) + D (V — 2 X, X,) = />' — 2 F + ( 44 ) 

+ 3 G — II + /" 


— X,' I) — X, I) + /J (X, 3 — 2 X*) = C — 2 / — A” (4ö) 


Nun ist in diesen Gleichungen die Substitution für X,, X 2 , X 3 und 
ihren Differcntialquotienten durehzufiihren. Wir sind aber hier ge¬ 
zwungen, um nicht gar zu weitläufige Entwicklungen zu haben, eine 
Reihe von Abkürzungen einzuführen. 

r> 8 * 





Setzen wir nämlich: 
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n i*i io i" 



crj 



o 



c 



et 




I I 







I I 
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so ist, wie man leicht sieht: 

JA' = J/> 

Mi = M 3 + Mi 

M s ' - M - 0 + M e 

M^ = M 6 + Mi 

M^ = M s + M 9 

Mi — M 9 -\- J/ 10 -f- Mn 

m-: =j/„ 

Ms = Mn + J / 13 

M 9 = Mn -f- Mi 4 -J- 1/l 

Mio' = JAi + ^6 

Mn' = Mn + J / 16 

Mn = JA, + JA 3 

Mn' — M ls "T Mi 9 -|- JA i 
JA = JA-, + Mm + Mn 
Mn' = Mn + JA. 

JA.' = Mn + JA 3 


und X], 
X, = ■ 
X. = 
X, = 
X,' = • 

V = 

x," = 

X." = 


X., X 3 und ihre Dilferentialquotienten haben folgende Werthe 
JA 

— ja 

JA 

JA 
_ JA 
JA 

-w 

^-X.+X, x 2 

- 1/ ‘* 4- X X 
-rr + A A 


JA 


JA 

JA+JAo+JAi 

JA 

JA 5- JA 6 

JA 


- V + X, X._ + 3 X, X/ - XJ 


+ 2X, V+X, X 3 — X, 2 X. — X 3 ' -f- X,' X. 


X, 2 A + 2 X, X 3 * + X/ X, 




JA, + 2 JA. r JA,i 


J/, 


f 3X, V'+X,*X, — 3X,*V— 3X, X/X.-f 


■+■ 3X, X 3 '-|- X,”Xj 
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Wird nun in der Gleichung (43) statt V" sein Werth gesetzt, 
so erhält man: 






+ V' (3 D' + 2 X, D) + 3 X,' D" 


— 2 D (X, X 3 ’ -f- X,' X 3 ) -f- D (X, X 3 — 3 Xj Xj X 3 — 3 Xj s X 3 -f- 
+ X, X 3 ' + X 2 ' Xj) + X 3 (/> '" — X, D" + X, I)' - X 3 D + X, 3 D) = 
= — A + E — F" + G'" 

Setzt man hierein statt X 3 " seinen Werth, so erhält man: 

M , 1 + 2Jr ä , + i »/, 3 M, 5 +,!/,„ 


— D.- 


AI, 




(3 D' + 2 X, 1 )) + 3 X s ' D + 


4* h (4 X| X 3 ' 4~ X, ' X 3 ) 4" D (X/ X 3 ' — Xi X, X 3 4* X| 2 X 3 ' 4" X« X 3 ' 4- 
+ X./ X 3 ) 4- X, [/>'"— X, ö” + V (X 2 - 3 X, 2 ) — /> (X 3 4- X, *)] = 
= -44- E — F" 4- G" 

setzt man jetzt für X,', X 2 ' und X 3 ' ihre Werthe, so kömmt: 


-H- 


AI,,+Z31^ + A1, 


AI, 


23 4- 2 X, 


Ah,+ 31,. 


AI, 


Ah AI, 


-r 45 - 


d/ f 

it/„- 


Air 

.Al,. 


4- X 3 [D" 4- 2 X, D" 4- 2 X , 2 D' 4- I) (2 X, X 2 — 2 X 3 )j = 
= — A 4- E — F 4- G " 


und setzt man endlich noch für X t , X 2 , X 3 ihre Werthe, so erhält man 
wenn man die ganze Gleichung mit 31, 2 multiplieirt und ordnet: 


— D " AI, 31-, 4 - II" (2 3h 31, — 3 31, 31„ ) 4- I) (13h 31„ 4 - 


4- ,l / 3 3h - 3 31,31, t — 3 31,31, , — 2 


M.3M- 

~Äh 


)+D ( 231 , 31 ,,+ 


4 - 2 J/ 2 J/ u - 31, 3h, — 2 31, 3h o — .1/, l/, :; 4- 3h 31,, — 

AG AI,, 


_ 9 


Ah 


3h, 31 7 — 2 MF + 2 1/2 V ; M ~‘ ) - 


Ah 


— J /, 2 (— A 4 - F — F" 4 - G") 


Verfährt man mit der Gleichung (44) eben so, so erhält man, 
wenn man zuerst für X 2 " seinen Werth setzt: 


l/ ü 4" iV 1 ,, 4" 3/" ; < 

/; - * 4- X 2 D + I) (3 X 3 4- 2 Xg' - X, X 2 ) + 

4 _ I) ()., x 2 ' — X, X 3 + X 2 3 - X , 3 X 2 4- 2 X 3 ') = I! - 2 /<’ + 
4- g a - n 4 - i " 
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wenn niiin dann fiir X.' und X 3 ' ihre Werthc setzt: 

» ( ' 17 ° + '^~' V “ + 7 ;^) + 2 ]>' ~ + x, />”+//(VH,V) + 

+ D = B — 2 F + 3 G — II + I 

und wenn man nun noch für X,. l 2 > X 3 ihre Werthe setzt, und die 
Gleichung dann von Brüchen befreiet 

JA JA D" + D (2 Mt JA — Mt JA — JA .1 4 ) + 
+ D (JA JA + JA JA» — JA JA, - JA JA + JA*) = 
= JA 2 (B — 2 F -f 3 G — H + /') 

Endlich erhält inan fiir die Gleichung (43), wenn inan für Xh 
seinen Werth setzt: 

^7 D ~ Xi D ~ li D = c ~ 2 7 ~ K 

und wenn man noch fiir A und 1 2 ihre Werthe setzt und ordnet: 


JA D' + D (J / 3 — J/ 4 ) = JA (C — 2 / — /r) 

Die drei Gleichungen (43), (44) und (4o) gehen daher in fol¬ 
gende drei Gleichungen über: 


— ZT M t JA + D" (2 JA J / 7 — 3 JA JAi) + D (4 JA J/ n + 
+ JA JA - 3 JA JAs— 3 JA JA.— 2 ^ 3 ^) + A> (2 JA JA« + 
+ 2 ja JA e — JA JA, - 2 JA JA* — JA JAs + JA JA, — 


— 2 


3/o 2 3L 


Mi 


JA JA — 2 J/ 7 2 + 


il/ 2 3/ 4 J/ 7 

ÜÄ ' 


= JA 2 (— ^ + £' — F' + G’) 

JA JA D" + 1 ) (2 JA JA — JA JA — JA JA) + /> (JA JA + 
+ JA JA« — JA JAi - JA JA + JA 2 ) - JA 2 (ß - 2 F + 
+ 3 — // + /') 


JA jy + l) (JA — JA) = JA f C — 2 / — 7f) 


Die zwei ersten dieser 3 Gleichungen sind einer bedeutenden 
Reduetion fähig, inan hat zu demBehufe nur statt— A-\-E* — F u -\-G iu 
und B — 2 F-\~ 3 G* — //' -f" /" ihre, ihnen identisch gleichen Werthe 
zu setzen, die wir auf folgende Weise erhalten: 

Setzt man in der Gleichung (38) statt w die drei Werthe ui 
oder u Zi so erhält man stets eine identische Gleichung, weil u { 






io:>‘> 


Spitzer, liier die Kriterien des Grössten und 


v, und ii 3 die Integrale dieser Gleichung (38) sind, man hat daher 
folgende identische Gleichungen: 

— D ii, m — 3 D + n,^ (C — 3 77" — 2 7 — K) -f 

+ u ,'" (2 C — D " — 4 7 — 2 IC') + n, " (— ß -f C" + 2 F— 3 G' + 
-p // — 3 I" — IC") 4- (— ß' 4- 2 F' — 3 G" 4 -II' — I") 4- 

4- II, (4 — ß 4- F" — G'") = 0 

— 1) ti.S e) — 3 /)' nJV 4- « 3 « (C — 3 D" — 2 7 — /f) 4 - 

4- «./" (2 (7—7/''— 4 7—2 7t”') 4- u," (— ß 4- 6 ”' 4- 2 F—3 G' 4- 
4- II — 3 [' — IC") 4- i/7 (— 7/ 4- 2 F' — 3 G" — II" — 7'") 4- 
4- (4 — K 4- F' — (?'") = n 

— I) M,w — 3 /> « 3 (5) 4- «* fl) (C — 3 77 " — 2 / — /r) 4 - 
4- Hj'" (2 C — 7) "— 4 /'— 2 /f") 4- «/' (— ß 4- C" 4- 2 F— 3 G' 4- 
4- ir — 3 7' — 7t"") 4- «7 (— ir 4- 2 F — 3 G" 4- IF — /’") 4- 
4- «S (4 — F 4- F' — G'") = 0 

Multiplicirt inan die erste derselben mit nJ u 3 " — n 3 v,", 
die zweite mit «7 u," — u, n 3 " die dritte mit u,' u," — u 3 u," und 
addirt man sämmtliehe so erhaltene Gleichungen, so hat man: 

_ I) ir,, — 3 I) J / l5 4- II,, (G — 3 77" —21— IC) 4- 
4- Mi (2 C — D '—U’—2K")+M, (4 — E'-\- F' — G"') = 0 

multiplicirt man hingegen die drei Gleichungen der Reihe nach mit 

«s ui' — ii-, u s " ii, nF — u 3 ii," ii., n, " — n, n," 

und addirt sie alsdann, so erhält man: 

— 1) M, 3 — 3 !)' JA, 4- II 6 (C — 3 I) —21 — IC) + 
4 - j / 4 (2 C — I) —47 — 2 IC) 4- M, (B' —2F + 
4 - 3 G" — 77" 4- / ") = 0 

multiplicirt man endlich dieselben drei Gleichungen mit 

ir, u 3 — n 3 ' II, ll 3 II,' — II, ii 3 ' ii, u', — II, u'i 

und addirt sie, so hat man 

— I) J/ s — 3 77 M, 4- II, (/’ — 3 IF — 2 I — IC) 4- 
-f 77, (2 r — ir — 41 —2 /f) 4 - J7, ( — ß 4 - G" 4 - 
4- 2 F — 3 <C 4 - 77 — 3 7" — IC") = 0 
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Diese drei Gleichungen (49), (50) und (51) sind offenbar 
identische Gleichungen, aus der ersten derselben folgt: 

BI, (— A + E — F' + G") = — I) BI„ — 3 Ü 31,» + 

BI„ (C — ‘BD"—2I — K) -f BI- (2 C’ — D" — 4 I — 2 IC) 
und dies in (46) gesetzt und reducirt gibt: 

2 Bf, BI 7 D" + I)' (4 BI, BI tt + BI 3 BI, — 3 BI, 31, t — 

— 2 ) + D (2 BI, BI,, + 2 BI, BI, , — 2 BI, BL, — 

- BI, 3h» + 3h Mn - 2 ? J±JLl — m 6 BI-, — 2 BI 7 * + (;j2) 

+ 2 -— ) = J/, J/„ (C - 2 / - /.") + 

.Fi, 

+ 2 JA JA (C' — 21 — IC) 

Versuchen wir, um diese Gleichung noch weiter zu verein¬ 
fachen, statt C — 21 — /f seinen aus (48) folgenden Werth zu 
setzen, so hat man, da 


JA (C — 2 I — K) = JA D' + D (JA — JA) (48) 

ist, wenn man diese Gleichung difterenzirt: 

JA (C — 21 — IC) + JA {C — 2 1 — IC) = JA D" + 

+ 2 JA />' + /> (JA — JA) 

Bringt man nun zuerst mittelst dieser Gleichung aus (52) das 
Glied C — 21 — IC weg, so hat man : 

D' (4 BI, BI,, — 3 BI, BI„ — 3 BI Z BI 7 — 2 ) +D (2 J/ 1# il / 15 + 

+ 2 BI, BI ,, — 2 J/, — BI, 3h» + M 3 Bl‘„ — BI , J / 7 — 2 d / 3 J / 7 — 

_ 2 + 2 Bl a Bh BG ) _ (JA 7/j f _ 2 j / 2 j / t ) (f — 2 / — ff ) 

und bringt man hieraus mittelst der Gleichung (48) das Glied 
C — 21—K weg, und befreiet man dann die Gleichung von Brü¬ 
chen, so hat man: 

3 BI,I)' (31,BI,» — BI,BI,, + )/ 3 .l/ 7 ) + /) \2 BI, (BI,BL, — 

— BI,BI,, + BLBL) + JA (J/,J/„ — BhBIn + BUG) — (34) 

— 2 BI, (BI, BI„ — Bl,BI„ + J/,J/,)] = 0 








io:>4 


Spitzer. Über die IlriLerien des Grössten und 


Uns bleibt nun nichts anders übrig, als die liier erscheinenden 
Ausdrücke 

J/iJ/ l6 — 3L3I n + J/ 3 J/ 7 

3 /i J/„ — }UI\ 5 + J/5J/7 

31 A 3L ? , — MJh 1 + J/ 6 ü/ 3 

wirklich zu berechnen. Wir haben diese mühsame Operation durch¬ 
geführt, und haben gefunden, dass jeder der drei Ausdrücke aus 
108 Gliedern besteht, die sich paarweise aufheben, es ist nämlich: 


J/iJ/i« — 3L3! U + 31,3 h = 

( in i 11 i 11 ■ /mi in t n\ 

Ul1l> U, - ^3 + 7/ 3 M t f h - ?h ? h Wl )• 

— // 1 '^3" H“ + ^ 3 '^/"^"" — 

— ih'iu"'u — (^|// 2 'u,'" — u A UzU z '" — u*tt A u 3 n + -f- 

+ lhn\*h"' — *hlh'ui”y(.U\*h"ih"" — — Ih'^x^h"" + 

+ « 3 W"' + n> ui"Us'" — " 3 WW") + 0#i« 8 V" —iW«*'"' — 

— ihn'Oh"” + ihih'n /" + ihMi'ih"" — uOh'u"”) * (jh'ih'ih" — 
— u i n 3 t n 3 ’ — ih'n"ih m + "a W" + "s W" — ihuJ'u A "’) = 0 


Setzt man in dieser Gleichung überall fi<- 5 > statt u n ", so erhält 
man olTenbar wieder eine identische Gleichung, und die ist: 


iWl J/ as — 31,3h, + MJT 7 = 0 

und verwechselt man in derselben Gleichung u' mit u n und u " mit u\ 
so erhält man 


— d/,1/,3 + ii/ 4 J/fl, — d/ 6 yj/ 7 = 0 

also ist die Gleichung (54) identisch erfüllt. 

Man kann daher folgenden Satz aussprechen : Wenn die in 
(39) angegebenen Werlhc von A der Gleichung (45) genügen, so 
genügen sie gewiss auch der Gleichung (43). Ich habe gesucht, 
dieses noch deutlicher ersichtlich zu machen, und bin dahin gelangt 
die Gleichung (32), welche mit der Gleichung (43) identisch ist, in 
folgender Form aufzustellen: 

2 M/. | J7, (C — 2,1 — ff) — 3ljy — I) (31, — 3h ) + 

+ ( '/. . - (c- 2.1- K") - Mjy - f) (J/j—J/,)] = 0 

Zwischen den verschiedenen 3f finden noch mehr Gleichungen 
Statt, als die oben angeführten : da sie uns im Verlauf der Rechnung 



Kleinsten bei den Problemen der Variationsrechnung. 


I 05;> 


von Nutzen sein werden, so wollen wir sie liier, mit Wiederholung 
der schon genannten drei, anführen: 

JA J/ 10 — JA M, + 3h 3h = 0 

3h 3h * — 3h 3h + 3h 3h = 0 

3h 3h e — 31, 3I U + 3I t 3h = 0 

3h 3h 9 — 31, 3h ,, + 3h 3h = 0 

JA 31 , o — I/,. .1/, + JA -1/« - 0 

31, 31,, — 31, 31, -, 4- JA J/ 7 = 0 

JA JA, — JA JA. + JA JA = 0 

JA JAo — JA JA i + JA JA« = 0 

JA JA, — JA JA e + JA JAo = 0 

JA JA, — JA JA e + JA« JA, = 0 

JA JA« — JA JA* + JA JA« = 0 

Behandeln wir auf dieselbe Weise die Gleichung (47). Aus 
(51) folgt: 

JA (/>’ — 2F+ ? } Q'—ir + 7") = — D J/ s — 37)' JA + (77 — 

— 37)" — 27—77') J7, + (277' — D'" — 47 — 2/7') JA -f (77" — 

— 27" — /,"") J7, 

und dies in (47) gesetzt, gibt : 

JA JA 11 '" + 7 )" (JA JA + 3 JA JA):+ II' (2JA JA — JA JA — 

- ja JA + 3JA JA) + /) (JA JA + JA JA + JA JA« — JA JA , — 
JA JA + J7\) = (C — 27 — K') JA JA + 2 (77' — 27' — K”) — 

— JA JA + (77" — 27" — 7f") J7-, 

Versucht man auch hier, um diese Gleichung zu vereinfachen, 
statt 77 — 27 — 7i” seinen aus (48) folgenden Werth zu setzen, so hat 
man, da 

JA (C 27— 7 f') JA 7)' + 7) (J7, — JA) 

JA (77' — 27 ' — /,"') + JA (77 — 2 7 — 77) = J7, 7)" + 

+ 2 J7, /)' + 7) (JA - JA) 

ist, die letzte Gleichung nochmals differenzirend 

JA (77" — 2 7" — /f"') + 2 JA (77' — 27' — 77") + 

(JA + JA) (77- 2 7-/7) 

- 7) (JA + JA — JA , ) + /)' (3 JA + 2J/ () — JA) + 

+ 7) "(3 JA + JA) + JA 7) " 


10 5 ß 


Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


Bringt man ans (56) mittelst der eben entwickelten Gleichung das 
Glied C" — 21 — ff" weg, so hat man: 

— jy 3L 3h + D (3h 3ho — JA JA + JA 2 ) = - 
— 3h 3h(C— 21— ff) 

und bringt man aus dieser Gleichung mittelst der Gleichung (48) das 
Glied C — 21 — ff weg, so erhält man: 

D (3h 3ho — JA 3h + 3h 310 = 0 

und dies findet wirklich identisch Statt. 

Man kann daher jetzt auch sagen : Die beiden Gleichungen (43) 
und (44) oder die aus ihnen abgeleiteten (46) und (47) werden 
befriedigt, wenn nur die Gleichung (45) oder die aus ihr hervor¬ 
gehende (48) befriedigt wird. 

Zugleich lässt sieh bemerken, dass man der Gleichung (56) 
folgende Form geben könne: 

(58) JA | JA (C—2I— ff) — JA 1) — ü (J/ 3 — JA)]" — 

JA [JA (C —21 — ff) — JA I) — D (JA — JA)] = 0 

Um den Faden unserer Rechnung nicht zu verlieren, wollen wir 
erwähnen, dass unsere Untersuchung, ob nämlich die in (39) und 
(40) aufgestellten Wcrthe von 

A>* Aj, i% v l9 r 2 , ?? 3 , r 4 , r 5 

den Gleichungen (41) genügen, uns auf folgende drei Gleichungen 
führte: 


(55) 2 JA [JA (C —2 J — ff) — JA D — I) (JA — JA)]' + (JA i 

— — ~-)[JA (C—2 f—ff)—3L iy-1) (JA —JA) = 0 

(58) JA [ I/, (C — 2 7— ff) — JA f) - D (JA — JA)]" — 
JA [ ?A (C—2J— ff) — ja t) — f) (JA — JA)] = 0 
(48) JA (r — 2 / — /f) — JA // — /> (JA — JA) = 0 


die der Reihe nach den Gleichungen (41) identisch sind. Wenn 
sich daher erweisen lässt, dass die Gleichung (48) identisch statt¬ 
findet (etwa dadurch, dass man zwischen den in ihr eintretenden 
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Constanten gewisse Beziehungen statuirt, so finden and» die Glei¬ 
chungen (55) und (5S) und somit auch die Gleichungen (41) 
identisch Statt. 

Suchen wir nun aus den zwei Gleichungen (50) und (51) eine 
dritte abzuleiten, in der nicht mehr 11 —27<’+3 G '—//' —J— 7' 
erscheint. Zu dem Behüte dillerenzire man (51), dies gibt: 


— 31, D""—D'" (4 31, + 3h) — b" (G 31, + 3 31,) — D' (43/, + 
+ 3 M,)-b (3h, + 3h,) + (31, + 3h) (C— 2 7-/7) + 
+ (3 31, + 2 3h) (C — 21— K") + 2 31, (C" — 

— 21"— K") + ,1/, (—11 + C" + 2 F — 3 G" + lf — 

— 3 7" — K ") + 31, (— 77 + C" + 2 F— 3 G' + 7/ — 

— 37” — 77") = 0 

addirt man hinzu (50) so hat man: 

— 31, b'" — D " (4 31, + 2.14) — b" (G 31, + G .l/ 6 ) — 7 )' (4 JA + 
+ G3I,)-b (3I V , +2 J7 13 )+(.14+2 31,) (C—2 7-A++ 
-f (3 .J / 3 + 4.14) (C' —21— 77") + 2.17, (C" — 

— 2 7" - K'") + 31, (C'" — 2 1"' — K"") + 
+ 31, (— B + C " + 2 F— 3 G' + 77' — 3 /" — 77'") = 0 

Multiplicirt man jetzt diese Gleichung mit .17,, (51) mit 31, und 
sublrahirt dann beide von einander, so hat man: 


— .17, 31, b"" + b"‘ (-4 3h 31, — 2 .17, .14 + 31,~) + 
+ 1)'' (—G .17, .14— G .17, J4 + 3 31,31,)+b (—G 31, .14 — 
— 4.17, .17 s + 3 31, 3h) + h>(— 31, 31,, — 2.17, 31,, + 
+ 31, .14 )+(.)/, .14+2.17, 31, — 31, 31,) (C — 2 7-/7 ) + 
+ (3 .17, .14 + 4.17, .14 — 2.14-) (C — 21— 77") + 
+ 2 .17, 31, (C" — 2 1" — //'") + .17,- (C"‘ — 

— 21"'— 77'"') = 0 


oder anders geschrieben: 

31, |.)/, (C -2 1 - 77) - 31, b' - 1) (31, - 3h)T — 

— .14 [.17, (C — 27— 77') - 31, I)' — b (31, — -14 )J + 
+ .14 (31, (C —21 — 77 ) — .14 b' — b (31, — -14)]' — 

— 31, [.17, (C— 2 1 — 77') — 31, b — b (31, — -»4)J = 0 


(59) 


I OöS 


Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


(48) 


Setzen wir der Kürze halber 

31, (C — 21 — IC) — 3h D' — D (31, — 3h) = u 

so lässt sieh die Gleichung (o9) so darstellen: 

31, u f " — 3h u" + 3h u — 3h t u = 0 

oder 

3h „ . 31, , 3h t 

u - u H - a - u — 0 

31, 31, 31, 

oder endlich, was dasselbe ist, in folgender Form: 

u" + X, %? + X 3 u + X 3 u = 0 
Vergleicht man nun diese Gleichung mit der Gleichung 
w" r + X, w" -f- X 2 ir X 3 w = 0 
so sieht man, dass u die drei Auflösungen : 

4 8 -7 \ 4 d!J I 4 I 4 *' J I i ^ I i hlJ 

0«, dl(.> 0« 3 C(l k 0« 5 0« ß 

07 07 07 07 07 07 

n, ~ 4 b. ~ 4 n, -h + u, -L 4 n, + b 6 ± 


0 « t 


0 «., 


8«ä 


0« 4 


0rtr 


07 07 07 07 07 ^ 

r, -- + (\ ~ 4 r 3 -± + c k -± + r 5 -A + c 6 


0 « . 


0 «, 


0 «i 


0 «= 


0ft 6 

0 «ß 


hat. Wie lässt sich nun denken, dass der Ausdruck: 

31, (C—2 1 — K) — 3h 1) — 1) (31 s — 3h) 
in welchem die Coefficiente» A , B, C determinantenartig verbunden 
Vorkommen, identisch gleich sei, einem der drei angeführten Aus¬ 
drücke, wo die Coeftieienten A, B oder C alleinstehend und in 
linearer Form auftreten? 

Wir sind daher gezwungen anzunehmen, dass 

31, (C—2 1—If) — 3h D —Ü (3h—3h) = 0 
identisch stattfinde, denn nur unter dieser Voraussetzung lässt sich 
aus (o9) kein weiterer Schluss ziehen. 

Wir wollen nun zur wirklichen Berechnung von Xj,X 2 , X 3 schreiten. 
Es ist: 


Ut 

U\ 


07 

- + . 

0 «, 


Z'J 


bu 2 


= Al e«, + Ai e « 2 


■A t 

A z 


%'J 


0« 3 


A, 


8 */ 


0« 4 


0« 3 


0«r, 


I , I i 

+■ ^t« 7 + 5 ^r 


I hy -4- I *' J 
-G - h ^6 -7- 

0rt 6 

ay 

0 ff fi 


■ A {] 


07 " 07 " 07 /r 07 " by" by 

>t\ = -4 4"— b -'1* ~~b 4 — b — —b -b ~— b 


H<"' = 4 


0 //| 

8 . 7 ^ 

0 «, 


0 «. 

0 7'" 

+ T- + 

0 «o 


0 «, 

8,7 


0« 4 


0 « 


— b t -h X 


0 «, 


0rt 5 

8 . 7 "' 

0 a r> 


”b - b ~ 


0 «ö 

w 

Ö« fi 
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„ ^ , „ *!> , „ 

>h = ßi -T— + «i - -h ''3 

8 «, 8 a a 

/ 7> ^ I I > ^ | J> 

Ma = /j,_ ^r +/ ^'^7 +/ ' 3 


8 a, 


+ /n 


^ | n 

8 «. 8 «. 


_ 8v 

•Ä.-JT- 


T-r 

8«3 




8 «i 


+ A 


8 eit 


, ,> w 
+ /, °^7 


Uz — 


= ß —— f /?. + ß. 




8 fq 

8 j/" 
j? J 


8«o 


U. 


J z 


Mq = 


u 3 — 


C\ 


u 3 = 


ß, f- + ß 3 
8 «, 8« 3 

r i^L+c, A. 

1 8 «, + 8 «o 


c -lr + C3 -£-+ r3 

C.y-+^T-+^ 

8rtj 8«o 

C, — + Cj Ci/ 1 r ’ 


a « 3 

V 


8 « 3 

8«3 
£>/ 
8 «3 

fy" 


+ A 

+ /n 


, /> V 

8« 4 ^ >J 8 «, 


+ Jh 


*y" 

8 a fi 




Setzt 


8 «j ~ 8« 2 

man der Kürze halber: 


ca, 

W 

8 «., 


+ c, 
+ c\ 

+ C 4 


8« 4 

%y 


li 


, V 


8 «i 

fy' 


■f c 5 


a « 5 


8n 4 

fy" 


Ck 


8 « ä 

V 

a«s 

W 


8 

+ Ä.T- 
8 «„ 

. r J*L 
“ 8"6 

+ Ci f- 
8 « fi 


8« 4 3 8« 5 






+ Ci ^r +C5 ~ 


.f,ß/’ 3 

j,ß,r 4 

,i.ß,r ä 

AJLC, 

AM, 

A i ß 3 C, 
J.Äaf.- 

■I,ß^3 • 

.l.ßV,; 
^,ß,r,.. 
^,ß=A ■ 
,i,ß ; a 

.ljßßc 
j,ß 4 (’, 
,i ; ß 4 t’., • 
,i 3 ß ä c 6 - 
^ß' 46’5 ■ 

-l 3 ß:,G 

;liß 5 C 6 - 


- ,l,ß; : ß. 

- AiB+Co 

-A i B s C s 

- A, B 6 C« ■ 

- A, IJ JJ, 
-AMz 

- A,B e C~ 

- am, 

- ,i,ß«c 4 • 
-AMz- 

^*ß*c, • 

- ^//sC, ■ 

- A,B e C\ 

- AM *■ 

-AtlUCx- 

- aj; 0 c, - 

- AM, ■ 
- A s ll e C 4 - 

- -l.;ßot', - 

- Jiß c C 3 • 


- j./y,r s 

- AJliCi 

- a,i: ,r 5 

■ Xß.C« 

- A r> II t 
-AUliC, 
■A 3 ll t C 6 

■ Aill, Ci 

aji,c 6 

■A-Jl t C 0 

■ Ar IC Ci 
AM 

■AM, 

- A M, 

■ AM 0 
,Ußßo 

AiJIjC, 

■ AM 6 

J.//4C, 


-j- A<B 3 ( 1 

-|- Ail>i(\ 

+ AM* 
+ .l s «.C, 
+ -f s ßiC, 

+ -(, ; ß;C, 
+ Jj/f.f. 

+ A^ll, Ci 
+ A\H ,C \ 
AMt 
+ J,/Ar, 
+ .< 3 ß ä a 
+ ^,ß.ft 

+ A^ll, Ci 
+ ,iiß 6 a 

+ ,( 5 ß ö c 3 

+ AM, 

Ai l>t, (A, 

+ AM, 

+ AM, 


+ A 3 II 1 C, 
+ AiB l c i 
+ AM, 
+ AM* 

+ Ai II t Cr, 

+ AM,- 

+ A,ll l C s 

+ AMi 

-(- -rl 6 ß| Ci ■ 
+ A e B l C i 
+ AM, 
+ AMz 
+ AMz 
+ A, ll z Ci 

+ AMi ■ 

+ AJ1.C, - 

f AM, - 

-f- A e Il 3 Ci ■ 

+ a,b 3 c\ ■ 

■f" A,BiC, 


8 « 


+ C M 
8 «6 

: +c 
+ tb 8 cc 6 


-AM,= 
-AMi = 
-AMi = 
- AM ,= 
-AM,= 
-AM,= 
- AM ,= 
-^ß 4 r,= 

-l e ß4ß,= 

-AMt = 
- AM .= 
-,< 5 ß 3 ^= 
-AM,= 
-AM,= 
-AMx = 
MM 

-A,BiC 3 — 

-A t ,um 
MM 
MM 


V 

oV, 

iV 3 

-V 4 

-V 

-V 

iV 7 

uY s 

iV, 

J ^10 

-Y„ 

iV 12 

■•Vs 

-V>4 

-Y, ä 

-‘Ve 

: .Y | 7 

•Xf, 

-cV» 

=iV„ 
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co' 1 

CI 

co 

v. 

co 1 

1 N 
CO 

il 

co 1 

[ w 

1 co 

co' 1 

eo 

cO 

>1 

4 

1 co 

ra‘ 

1 « 

1 CO 

5 s 

co' 1 


i 

I co 

CO 1 

t 

1 co 

il 

li 

V, 

co' | 

1 cl 

1 co 

il 

1 «" 
CO 

il 

>1 

li 

s\ 

£ 

co’ 1 

« 

1 co 

<§>1 

co 

2r> 
CO 1 

G 

co 

«d 

4 

li 

äI 

1 

5=1 

1 co 

*1 

1 « 

1 co 

<§> 

1 « 

« 

1 co 

3 r> 

co 

5 ? 

1 CO 

s» 

co 1 


co 


5 S 

CO 


>1 

M 

co 

il 

1 « 

1 co 

>1 

co 

5 S 

co 

il 

55 

co 

ii 

8 

co 

il 

«O 

53 

co 

il 

s-f 

e 

co 

il 

s-f 

co 

v 

co 1 

c 5 

i-l 

o 

co 

co' 1 

et 

co 

co 

1 co 

il 

et 

co 

V. 

co 1 

CI 

52 

co 

il 

55 

co 

1 

co 1 

CI 

co 

i-l 

co 

co 

co'* 1 

co 

co 

il 

co 

c 5 

i-l 

co 

*1 

t? 

co 

CO* 

1 ^ 
e 

1 co 

5s 

co' 

1 CS 

1 co 

5s 

co" 1 

o 

c 

co 

«d 

« 

! co 

«§>1 

li 

<g>! 

1 « 

1 CO 

co 1 

I « 

e 

1 CO 

«d 

li 

Sfi 
co 1 

1 cs 

i co 

4 


{- 

4 - 

4 

4 

4 - 

4 

4 - 

4 - 


h 

co’ 

1 « 
c 

1 co 

"5s 

co’ 

U” 

1 co 

co' 

1 e> 
CO 

i 

1 «" 

1 co 

il 

1 « 

i-l 

e* 

co 

co' 

1 « 

1 co 

*ÄS 

co* 

li 

co* 

1 s " 

1 co 

V 

co 

li 

co 

1 co 

"äs 

co’ 

1 « 

co’ 

li 

V 

co' 

1 « 
l co 

co' 

1 » 

53 

1 co 

i 

1 * 

1 co 

co' 

1 « 

1 co 

V 

co' 

li 

"äs 

co’ 

1 •» 

1 co 

5s 

co’ 

1 J 

1 co 

co' 

1 c " 

1 co 

co' 

1 « 

1 CO 

co' 

li 

co 

1 

1 co 

co' 

I 

1 co 

co' 

1 « 

1 co 

d 1 

1 = 

1 co 

co 

li 

co’ 

1 1/1 
! co 

5s 

co’ 

li 


+ + -}- + 


4- 4 


+ 4- + 


i 

55 

co 

4 > 

co 1 

co 

il 

■s 

co 

co 1 

\n 

co 

il 

cs 

co 

co’ 1 

■s 

co 

il 

0 

co 

co’ | 

'S 

co 

co' 

CS 

co 

il 

'S 

co 

il 

CI 

52 

co 

V.! 

co 

M 

co 

" 5 s 

co* | 

CI 

co 

i 

e» 

co 

co’ 1 

CO 

il 

CI 

co 

il 

co 

il 

CO 

CO 

5 s 

co‘ 1 

JS 

CO 

il 

sf 

co 

S\ 

1 

w 

e 

CO 

5 s 1 

co’ 

1 

«0 

co 

*! 

1 

co 

co 

5 s 1 

co’ 

1 

e 

co 

«d 

1 

co 

co' ^ 
1 

co 

il 

1 

J* 

co 

Äl 

1 

■Cf 

co 

5 s 

co’ 1 

1 

0 

52 

CO 

»1 

1 

co 

1 

i 

1 «r 

1 co 

1 

i! 

co 

co 

1 

il 

1« 

1 

5 s 

co’ 

1 

1 co 

1 

il 

1 « 

1 co 

1 

"5s 

co’ | 

I co 

1 

i-l 

e* 

co 

1 

co’ 

1 

1 Jt 

1 co 

1 

il 

«- 

co 

1 

il 

i 

<o 

1 co 

il 

1 

1 co 

i ! 

1 « 

"5. 1 

co’ 

1 »A 
53 

1 co 

i 

1« 

1 co 

il 

1 « 

1 co 

il 

1 1 n 

\M 

"5s 

co' 

1 ’ 

"5s 

co' 

CS 

1 Ö 
co 

co’ 

1 — 

1 5 S 

co 

5 s 

co' 

1 « 

1 

5 s 

co' 

1 

1 CO 

co' 

52 * 

1 co 

1 

co 

1 « 
53 
co 

1 

co 

1 

co' 

1 ** 
Ö 

1 co 

1 

5 s 

co’ 

1 s " 

1 

5 s 

co’ 

U” 

1 co 

1 

co’ 

1 M 

5 : 

1 co 

1 

s-l 

co 

li 

1 

i 

1 

1 e 

1 co 

i 

1 

1/ 

"5s 

co’ 

1 

1 « 

1 co 

co' 

1 

li 

co 

1 

li 

"5s 

co’ 

1 

1 « 

1 co 

co’ 

1 

1 

co' 

1 

li 

co' 

1 

li 

co' 

1 

1 0 
l co 

co* 

li 

” 5 s 

CO* 

1 « 
52 

1 CO 

5 s 

co' 

1« 

1 CO 

"5s 

co' 

li 

"5s 

co’ 

li 

i 

1 1/4 
52 

1 co 

"5s 

co' 

4 

1 co 

5 s 

co' 

li 

co' 

1 ** 

1 co 

co 

1 ^ 

1 co 

=ä 

co 

li 

5 s 

co’ 

1 co 

ÄS 

co’ 

1 «? 
co 


li 

co’ 

li 

CO* 

li 

5 s 

co’ 

1 « 

1 co 

5 s 

1 e0 

1 co 

co' 

1 

e 

1 co 

5 s 

co’ 

1 = 

1 co 


Sitzb. d. matlieui.-naturw. CI. XII. Bd. V. Ilft. 09 



I 062 Spitzer. Über die Krilerieu des Grössten und 

so ist der gemeinschaftliche Nenner von , X z und X 3 folgender: 

iVj P\ -f- JSz P'Z “f" W 3 1*0 "I“ ^4 + ^5 P$ + ^6 Pc, “f" -A? Pl “f - 

+ A T s P* + iV 9 A + MoAo + An Ai + iV 12 P 12 + iVi. Aa + 

+ A T i4 Pu + Mä A> + A r 16 P[ o + Al 7 P17 +A 1S Pis + A 19 P ,9 + 

+ A^oAo. 

Will man den Zähler von /, haben, so müssen in allen den P 
statt y" die y”, gesetzt werden; will man den Zähler von X 2 haben , so 
muss man im Zähler von X, die y mit y" verwechseln, und endlich 
findet man aus dem Zähler von h den von X 3 , wenn man statt y , y 
setzt. Wir erhalten durch dies in den Ausdrücken für l i9 L , X 3 zwan¬ 
zig Constante A 7 ,, N 2 , A 7 3 , ... A 20 . zwischen denen aber folgende 
30 Gleichungen stattfmden : 


A4 

A4 

— a; a; 

+ A4 

A4 

— 0 

A4 

a; 

- a; a’, 

+ A4 

A4 

= 0 

iV, 

A io 

- a t 3 a t 7 

+ A4 

A4 

= ü 

A4 

An 

— a; a» 

-|- A4 

A4, 

= 0 

A4 

A4, 

-A4 A4 3 

+ A4 

A4, 

= 0 

.V, 

A r io 

- A4 A4 3 

+ A4 

A4, 

= 0 

iV, 

A 1 7 

- A4 A4, 

+ A4 

A4, 

= 0 

A4 

A| S 

— As Ai 3 

+ A4 

A4, 

= 0 

A4 

A T „ 

- A4 A4 3 

+ A4 

A4, 

= 0 

Ni 

An, 

— A4 A4, 

+ A’, 

A4 

= 0 

A4 

A m 

-A4 A4, 

+ a 4 

A4 4 

- 0 

A4 

A'| 7 

-A4 A4, 

+ A4 

A4, 

= 0 

A4 

A’ ls 

- A4 A4 3 

+ A4 

A4, 

= 0 

X. 

a;„ 

A s Ais 

-J- A, 

JS 1 \ 

= 0 

X, 

J V| 7 

-A4 A4 4 

+ A4 

A4, 

= 0 

X 3 

A’is 

— A 0 A 1 n 

+ A4« 

A4, 

= 0 

X ; 3 

A4,, 

-A4 A4, 

-|- A4o 

A4* 

= 0 

A\ 

A4« 

-A4 A4, 

d - An 

A 13 

— 0 

A\ 

A11 , 

A4 A4« 

A4 0 

A4 3 

= 0 

X i 

a t „ 

— A4 A 1 6 

+ A4. 

A4 3 

= 0 

A4 

.v,„ 

-A4 A4 

+ A4 

As 

= 0 

V» 

An, 

A4 A4, 

+ A4 

A | 7 

= 0 

A4 

a:„ 

A s A 1 8 

+ Aj, 

A4 7 

— 0 

a; 

a t ,„ 

A s A 11 , 

d" An, 

A4, 

= 0 
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Aj 

Aj 0 - 

-a; 

Am 

+ 

Ai 0 

Ais 

= 0 

Ai, 

A’I 6 - 

- iV 1: 

A’i, 

+ A 13 

Ai 4 

= 0 

Au 

A’i, - 

- Aj, 

A)s 

+ 

An 

A 17 

= 0 

Au 

a 2 « - 

— A 14 

A r 19 

+ 

Ai 5 

Ai, 

= 0 

Aj, 

0 

1 

— A f 4 

A’, 9 

+ 

Ai* 

Ai, 

= 0 

Ai, 

!> 

0 

1 

- iV ,5 

Ai» 

+ 

Ais 

Ais 

= 0 


Diese dreissig Gleichungen können offenbar nicht lauter ver¬ 
schiedene Gleichungen sein, denn in ihnen kommen ja nur zwanzig 
Unbekannte vor, man überzeugt sich sehr bald, dass sic alle befriedigt 
werden für: 

A r , (A 9 A'„ - A, A' Jä ) 


N, = 

A\ = 
N 6 = 
iV 8 = 
iV,o = 
An = 

An = 

iV>6 = 

Ais = 

A T „ = 


A7 a h a 5 a„ 

A'i (\ Aj 3 - X, A',,) 
A 7 A„ — A . A’„ 

A\ (Aj Aj 7 + Aj iV, 9 ) 
a 7 N u - Aj Aj, 


Ai 

(A’s Ai, - Ai Ai 3 ) (Ai Ai 7 

+ A 5 

A T 

19) 

Ai Ai 


( Ai A',, 

- Ai Aj,)* 




Ai 

Ai 

(Ai Ai, - Ai A 

i,) (Ai Ai, 

+ A 5 

A 

19) . 

A3 A 7 


(Ai Ai, 

- Ai Ai,)* 



1 

Aj 

Ai 

(Ai, A'„ + Ai, 

A r , 9 ) 






A', Ai, - Ai A T 

13 





Ai 

(Ai Aj, Ai A’ 

«,) (Ais A„ 

+ A'„ 

A r 

19) 

A i A 7 ,, 


( V, A 7 ,, 

- A’ ä Aj,) s 




Ai 

iV t 

(Ai A'„- A’, A’ 

.5) (Ai, A 7 „ 

-f N u 

A 

19) , 

A3 A 13 


(Ai Ai, 

Ai V„U 



~r 

A r , 

Ai 

i \ 13 A7 A 1 i 







Ai 






A's 

(A’„ Ai, + A'„ 

A',,) - Ai, 

(Ai A’ 

» 

+ Ai 

Ais) 


A 7 Aj, — Aj A 13 
A3 (A s A 13 A, Aj,) 


A’r 

Man kann nun auch hier, die in den früheren Fällen gemachten 
Schlussbemerkungen wiederholen. Die Wertlie für 

v, v«, v 3 , » 4, w 5 , X,, X>, A, 
enthalten 20 Constante nämlich: 

Aj, Aj, Aj . . . A r 18 , A r I9 , A 7 20 

t>9 * 


(GO) 
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vom denen sich aber, so wie es die Gleichungen (60) zeigen, jene 
mit geraden Zeigern durch die mit ungeraden aus drücken lassen; da 
man ferner noch durch irgend einen der übrig bleibenden CoeiTicien- 
ten Zähler und Nenner dividiren kann, so kann man die Wertlie von 
den v und den X betrachten als abhängig von neun Constanten, sechs 
willkürliche Constanle dürfen aber nur Vorkommen, folglich muss 
die Gleichung 

(48) JA (C — 2/ — K') — JA J) f — I) (JA — JA) = 0 

auf drei Relationen zwischen den Constanten N 2 , J\\ . iV 6 , iV 8 . . N 20 
führen. 

§. 12 . 

Wäre aber ~ = 0, d. h. 

üy 

V= f(je, y , y\ y") + U'“f (•«•% .'/> W !/“)> 
so setze man statt (37) folgenden Ausdruck: 

*2 

j/; w~ -f- r, w ‘ l + r., w"~ -f 2 t ? 3 ir w + 2 w w" + ~ tr M’"j + 

*1 

J* P ( io ' -f- X w -f- \x m) 3 iLv 

X, 

somit statt der Gleichungen (1 1) folgende Gleichungen : 

A = v + P [x 2 
B = v i -j- 2 r 3 -j- P X 3 
C = >4 + 2 r 5 + P 
E = 17 -j- -|- P X IX 

F = i-, + + P ix 

G — i’4 

II = **i -f- r4 -j- r's + F X 
/ = r 5 

/f = r., 


aus denen sich leicht die Wertlie von i \, r 4 , r 5 und P ergehen. Es 
ist nämlich : 


^*4 

l’s 


h r 

G 

I 

C—IC — 21 
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Setzt man diese Werthe in die obigen Gleichungen, so hat man 
zur Bestimmung von v , r,, r 3 , X und fj. die fünf Gleichungen: 

Ä = r + ijl* (C — IC - 2 7) 

U = v\ + 2 r 3 + X* (C — Zf' — 2 I) 

E = v + p 3 + X |ül (C — IC — 2 1) 

F = v, + a + ix (c - /r - 2 7) 

// = -f- (t -{- / -f- X (C — J\ — 2 /) 

welche, durch Elimination ein X und fx auf drei Differentialglei¬ 
chungen ersten Grades führen. 

Wir werden nun genau so, wie bisher die direete Integration 
dieser Gleichungen umgehen. Ist nämlich das Integral der Gleichung 

_ r®-T + r—l”—r—Y" -o 

Sy Lay J ' Le*/" I La/"J 

y = <p «,, «. , « 3 , «0 
so ist das Integral der Gleichung: 

r 8 JÜ|' + [—T- 1 —f = o 

a y 1 8 y' I 1 I 8 y" I L 8 y"' J 

die in entwickelter Gestalt sich so schreiben lässt: 

je'"' (T — 2 / — ff) -f 2it'"' ((” — 2 ]' — ff) + tc" (— B + C" + 

+ 2 F— 3 Cf + ff — 3 1" — ff") + w' (— fl + 2f” — 3G" + 

+ ff" — /'") + (.f — e' -f r — r;'") = o 

Bi/ , , Bi/ B.'/ . B.'/ 

■- + ./D, - -4- ^4 - 

0«o 0« 3 0C/ 4 

ÜL 4- ji Ü + », i» 

8«, P 

von denen wir das erste mit //j, das zweite mit u 2 bezeichnen. Und 
nun wählen wir, so wie in §. 9, X und jx dermassen, das w=u t und 
w — Uo die particulären Integrale der linearen Differentialgleichung 
W^ + XW 1 -f fJL = 0 
werden, dem zu Folge ist daher: 


ir = A l — + A 
0 «! 1 
8 y 

w = //, — + JL 

da i 1 0o 2 




f / 2 i/j J 


IG «o 


(öl) 


?<„"«/ — M t " ?/ 0 ' 

--7-"7 

„ 2 ' _ „ 2 , #f ' 

Aus den Gleichungen (61) ergehen sich nun: 
r t = II — G — f — X (C — IC — 21) 
v 3 = F— G* — jul (C — IC — 21) 

V = E — F + G" -f [p. (G — ff — 2/)]' — ly. (C — ff — 2/ ) 
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und jetzt bleibt nur noch zu beweisen übrig, dass die gefundenen 
W ertbe von X, <x und den v die zwei Gleichungen: 

A = v + ix* (G — A" — 21) 

B = v t ' + 2v s + X* (C — IC — 27) 
identificiren und dabei mit drei willkürlichen Constanten versehen 
sind. Setzen wir in diesen zwei Gleichungen statt v, r, und v 3 ihre 
Werthe so haben wir: 

A = E'— F" + ff" + |> (G— IC — 2 /)]" — |> (C — IC— 21)]' 
-f ix* (C — IC— 21) 

n = II — ff — I" — [X (G — F — 2/)]' +2 F — 2ff 4- 
-f (X- — 2 /j.) (G — IC — 27) 
oder wenn man diese Ausdrücke entwickelt und ordnet: 

//' (G — /." — 27) 4 - 2j*' (G — IC — 27)' — (X> + 
4 - X,u') (G- /f — 21) 4- fz (C— /•'' — 27)" - V (G— IC — 

— 27)' 4 - ;x* (i C—IC — 27) — A -\- E'—F' 4 - ff" = 0 

- X' (G — 7f — 27) — X (G — A" — 27)' 4 - (X* — 

— 2[x)(C — IC — 27) — B 4 - II' —W 4 - 2F—J" = 0 
Macht man von den im §. 9 eingeführten Grössen .17,. ßf>, j1/ 3 .. Vl7 s 

Gebrauch, so hat man für \x“ seinen Werth setzend: 

V- (C- K ' - 2/ )" + CV - X,o.) (G - IC - 27)' 4 - ( 4 - 

4 _ Xix’ — X*!x — ix*) (G — IC — 21) — A 4- F — F" + ff" = 0 
— X' (G — IC — 27) — X (C — 77' — 27)' 4 - (X* — 2;x) (C — 

— IC — 27) — B 4- II' — 3G' 4- 27< v — 7" = 0 

Setzt man fernerstatt X' und ju' ihre Werthe so erhält man: 

/■*• (G — 7f 27)" 4 - ( 2 ‘^ 4 -Xo.)(G- A"- 2 /)' + (^ + 

4- * *7 4- 44 (G — /•" — 2/') — M 4- IC — F" 4- 77"' = 0 

_ X (G - A" - 27)' + ( ^ - !x) (C - IC - 21) - B + 
4 - // :$ff 2F 1 — 7" = 0 
und endlich noch für X und 0 . ihre Werthe, so erhält man: 

37, J/ 4 (C— IC — 27)" 4- (2.1/, M, — M, MC) (G— A" — 
21)' 4- ( »/. .1/7 4 - >/, d/ s — J7 3 .17,; + J/4-) (G— 7." - 

— 21) 4 - Ur (— A 4 - E' — F' + ff") = 0 

M, (C— IC — 21)' 4- (J/, — M\) (C - IC — 21 ) 4- 

4- 17, (— I ! 4- 77' — 3 ff 4- 2 F — 7") = 0 


) 
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Nun folgt ans den beiden identischen Gleichungen: 

ui'" (G— 21— E) + 2u,"'{€' — 21' — E") + u," (— 77 + 

-f C" + 2F — 3G' + //' — 3/" — IC") -f ?/,' (— IC + 

+ 2 F — UI" -f- II" — 1"') + //, (A — E -f- F" — G'") = 0 
(G — 2 / — /.") + 2 (/o'" ( 6 " — 2 /' — E') + (— 77 -f 

+ G" + 2 F— UI' + II — 37" — A"") + nC (— 77' + 

4- 2F —3 G" 4- //" — /"') 4- (4 — £' 4 - /<’" — G'") = 0 

wenn man die erste mit uC die zweite mit u, multiplicirt und dann 
von einander subtrahirt: 

— 47, (G— 21— IC) — 24/„ (G — 2r—K") — 3h(—B + C" + 
4 - 2 F — 3G' 4 - ir — zr—K"') 4 - 47, (4 — E + F' — G"') = 0 

Nimmt man jetzt den Werth, den diese Gleichung für 
A — E' -|- F“ — G'" gibt, und setzt ihn in die erste der Gleichun¬ 
gen (03), so erhält man statt derselben: 

— 47. 4 h (C — 2 / — E)' 4 - (4/, 4/ s — 47, 4/„ -f- 4/ 4 2 ) (G — 27 — 

— /G) — 47, 47, (— It 4 - 2G — 3G' + II — I") = 0 

und wenn man statt 47, 47 8 — 47. 47„ seinen Werth — 47 3 47 4 setzt: 

— 47 4 [47, (C — 21- IC)' 4 - (4/ a — 47 4 ) (C — 2/ — F) + 

4- 47, (— 77 4- 2F— 3 G' 4- II' — 7')] = 0 

woraus man sieht, dass die beiden Gleichungen (03) befriedigt 
werden, wenn nur die zweite von ihnen befriedigt ist. 

Verfährt man nun weiter, wie im §. 9, differenzirt man nämlich 
die letztgenannte Gleichung nach x, so erhält mau nach einigen 
Reductionen : 

47, (G — 27— IC)" 4 - 247. (G—27— IC)' + M, (C—2I— E) -f 
4- 47, (— IC 4 - 2 F — 3 G" 4- II" — /"') 4 - 3h { — 11 + 
4- 2 F — 3 G' 4- II' — I") = 0 

welche identisch stattlindet, denn sie ist eine unmittelbare Folge 
der zwei identischen Gleichungen (04) und geht aus ihnen hervor, 
wenn man die erste mit ?/ 2 die zweite mit — n, multiplicirt und dann 
beide addirt. Ist aber die jetzt eben anfgestellte Gleichung identisch 
Null, so muss ihr Integrale, d. i. 

4/* (G —21— IC)' 4- (47. — 4/ 4 ) (G — 21 — E) 4 - M, (— // 4 - 
4 - 2 F — 3G' 4 - // — /") 


( 04 ) 
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gleich einer Constanten sein; ist nun diese Constante gleich Null, so 
sind die Gleichungen (63) erfüllt, und somit die gefundenen Wertlie 
von A, fx, v, v if v>, r 3 , r 4 und o 5 die richtigen. 

Man hat somit: 


x 2 

f (Aw* + Bw 2 + Cw'i + 2 Emo + 2 Fww" + 2 Gm»"' + 
-f- 2 Ilww" -J- 2 lww" + 2Kw”w r ") (Lv = 


x 2 


= w 2 + v i w ’ z 4 " v 2 w " 2 + ww ' + 2 p* ww" -f- 2 p 5 idw"\ + 

X; 

—|~ ^ P (io" + ^ ^ U 0 Z 


wo v, t*!, t* 2 , 1^3, i’4, u 5 , A und /Jt die früher angegebenen Wertlie 
haben, welche genau so wie in §. 9 mit den sechs Constanten 
Ci , C 2 , C 3 , C 4 , C 5 , Cq versehen sind, zwischen denen die zwei 
Bedingungsglciehungen: 


Ci c 6 - C\ C\ + C, C\ = 0 


3L (C — 21 — KJ + (J / 3 — 3I k ) (C — 2/ — IC) + Mi (-B + 
-f 2 F — 3G' + //' — I") = 0 

stattfinden; da ausserdem blos die Verhältnisse der Constanten in 
den Werthen der gefundenen Unbekannten eintreten, so haben sie 
die nothwendige Allgemeinheit. Die Kriterien sind daher folgende: 

C — IP — 2 J muss für alle Wertlie innerhalb der Integrations¬ 
grenzen stets dasselbe Zeichen bcibehalten, und die drei in der 
Rechnung cintretendcn willkürlichen Constanten müssen so gewählt 
werden können, dass für keinen zwischen x\ und x 2 liegenden Werth 
von x der gemeinschaftliche Nenner von A und \x gleich Null wird. 

§. 13. 

Ist aber nebstdem, dass I) = 0 ist, noch C — IC — 2,/=0, so 
lassen sicli die Glieder der zweiten Ordnung in die Form: 
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bringen, wo die liier ointretenden Unbekannten aus folgenden Glei¬ 
chungen zu bestimmen sind: 

A = <•' + Q '*•- 

II = c t '+ 2r, + 0 
C = v 2 -(- 2r 5 
E — v -f- r 3 ' Q X 
E = r, + tV 
C= r* 

II = r, -(- -|- v-J 

I = »5 
K = 17, 

Aus ihnen ergeben sich: 

i-o = K 

i\ = G 

ih = I 

r, = II— G — I 

v 3 = F — G’ 

Q = B — 2F+3G’ — II' + /" 
und die zwei Gleichungen: 

A = v'+ X* (ß — 2F -f- 3G' — II' + 7") 

E = v + F' — G" + Ä (ß — 2F + 3 G' — 11 + /") 

welche zur Bestimmung von X und n dienen. 

Die Gleichung (38) ist in diesem Falle: 

w" (— B + 2F -3 G' + II' — 1 ") + w' (— ß' + 2F — 3G" + 
+ II" — /"') + ir (A — E' + F" — F'") = 0 


und hat zum Integrale : 


r _i_ r hj 

w = c ' Ci ^r 


unter «j und « 2 die Constanten verstanden, die im Integrale der 
Gleichung: 

8F r8FV I 8 Ft" rsry" 

[ey] + l cy] Lei/"J ~ 1 

eintreten. 

Setzt man, wie im §. 7 

«' 


u 
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unter u den Ausdruck (\ ■— — f- Co verstanden, so hat man für v 
folgenden Werth: 


v = E — F' + G" + ~ (ff — 2F + 3 G' — //' + /") 


und wenn alles dies richtig ist, muss folgende Gleichung identisch 
sein: 



+ SG' — II' + /") 


Ordnet man sie, so erhält man: 

n" (— B + 2 F — 3 G' + //' — /") + n' (— ff' + 2F' — 3G" + 
+ fl" - n + “ (A — E + F" — G’") =, 0 

was wirklich identisch ist. 

In diesem Falle muss also, damit ein Maximum oder Minimum 
eintrete, ff — 2F-J-3G' — J" innerhalb der Integrationsgrenzen 
stets dasselbe Zeichen beibehalten, und ein solcher Werth von m 
vorhanden sein, der es unmöglich macht, dass innerhalb derselben 

Grenzen —- -f -m ~ gleich Null wird. 

Wäre auch noch ff — 2 F-f 3 — JpJ“ = 0, so lassen 

sich die Glieder der zweiten Ordnung so darstellen: 


ü w z + r, ?r' 2 + w' 2 + 2 p 3 


r 3 wie -f- 2i\ mo" + 2 v s wV -f- 



o = F — F -f G’" 
»i =II—G — J' 
H = 

»a = / f " — G’ 1 
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ist, von deren Richtigkeit man sich leicht überzeugen kann. Zum 
Bestellen eines Maximums oder Minimums genügt es daher, dass 
A— E'-^F“ — G tn für alle Wcrthe von x innerhalb den Integrations¬ 
grenzen einerlei Zeichen habe. 

Ware endlich auch A —— G ni — 0, so müsste man, da 
Vdx ein vollständiges Differential ist, die Untersuchung auf andere 
Art führen. 


SITZUNG VOM 23. MAI 1854. 


Eingesemlete Abhandlungen. 

Osservaiioni (leiht IL Cometa delT Anno 1884 apparsa verso 
la fine di Mario, visibüe ad occhio nudo , falle nelT L IL Osser- 
vatorio di Padova . 

(Comnmnicazione Aceademica del Prof. Giovanni Santini.) 

Nella sera 31 di Marzo , mentre si disponevano gli Astronomi 
alle osservazioni dei due nuovi pianeti Bellona, ed Anfitrite 
rccentemcnte scoperti a Londra, e Parigi, si presentö alla loro vista 
una Cometa risplendente eon magnifica coda opposta al Sole protra- 
entesi per circa G in 8 gradi nella costellazione dei pesci, giä molto 
prossima al tramonto. Osservata eon un cannocchiale vi si riscon- 
trava un nueleo heil contornato, splendente, senza quel capillizio, 
circondante per Io piü le comele che ne rende le osservazioni diffi- 
cili, ed incerte; la sua coda era uniforme non divisa in due rami, 
come spesso si osserva, rara, lumiiiosa, e lasciava travedere agevol- 
mente le minute stelle, fra le quali brillava con uno splendore 
direbbesi oltre il consueto la 109 dei pesci (333 del Catalogo delP 
associazione Brittannica). La sua lunghezza e splendore si illanguidi 
nelle sere eonseeutive al cresccre del chiarore del la Luna, che 
pervenne alla prima quadratura ai 5 di Aprile; ina il nueleo si man- 
tenne sempre splendente, e facilmente visibile col cannocchiale anche 
nella forte luce erepuscolare. La sua AR andava rapidamente cre¬ 
scendo, mentre diminuendo pure la declinazione con rapiditä si 
avvicinava continuamente all’ Equatore, e mostrava che non sarebbesi 




